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11. Aluksi
Muistan vielä kuin eilisen päivän sen hetken, kun lukioaikainen fysiikanopettajani, Ilkka
Koivistoinen, alkoi esitellä oppilailleen sitä vähää, mitä lukiossa kvanttifysiikasta opetetaan.
Hän kuitenkin erehtyi opettamaan ikään kuin ohimennen paljon enemmän kuin mitä olisi
pitänyt. Yhdessä sivulauseessa nostettiin kissa pöydälle - nimittäin Schrödingerin kissa - ja
lopulta oppitunti ajautui fysikaalisen todellisuuden olemuksen miettimiseen. Muistan, että
Koivistoinen siteerasi - luultavasti Schrödingeriä (en ole löytänyt sitaatteja mistään) -
kahdella ajatuksella, jotka kertovat, mistä itse asiassa on kyse: (kvantti)fyysikon on
välttämättä oltava filosofi, jotta hän kykenee tekemään työtään, mutta tämä valitettavasti ei
päde kääntäen ja onneksi on olemassa fyysikoita, sillä muuten nämä mielenkiintoiset
ongelmat jäisivät filosofien väärinymmärrettäviksi. Kvanttifysiikka on eräällä tavalla
metafysiikkaa: todellisuuden perustavaa laatua olevien piirteiden tutkimista. Ja laatikkoon
tungettu kissa on polttopisteessä: sen kohtaloa on vaikea lähestyä arkiajattelulla ja klassisella
fysiikalla, ja seurauksena on paradoksi. Tämä paradoksi on kuitenkin olemassa vain ihmisten
mielissä, ei todellisuudessa.
En voinut unohtaa kissaa, joten yliopistolle tultuani ikään kuin ajauduin kvanttifysiikan
pariin ja lopulta tekemään graduani juuri tästä paljon puhutusta ja monesti
väärinymmärretystä kissasta. Luonnollisesti tutkimus on hyvä aloittaa siitä, mistä olikaan
kyse ja mitä tapahtui, kun Schrödinger kissan laatikkoon laittoi, ja miksi kissa on saanut
statuksen paradoksi. Tästä luvussa kaksi. Luvussa kolme esittelen yrityksiä ratkaista kissan
paradoksi käyttäen erilaisia kvanttimekaniikan tulkintoja ja niiden suurimpia puutteita.
Ensimmäisenä tutustutaan Wignerin ystävään kööpenhaminalaisessa tulkinnassa, eli mitä
tapahtuu, kun tämä kyseinen henkilö saa selville kissan kohtalon mutta ei kerrokaan sitä
eteenpäin. Seuraavaksi vuorossa ovat kvanttifysiikkaan deterministisyyden ujutusta yrittävät
2piilomuuttujateoriat - eli kissan kohtalo olisi determinoitu tavalla, jota ihminen tai muu
havaitsija ei periaatteessakaan voisi tietää. Myös mahdollisuutta, että jokaista
kvanttivalintaa kohden olisi oma maailmankaikkeutensa, tutkitaan.
Luku neljä sisältää matemaattisen maratonin aiheesta, kuinka johdetaan mestariyhtälö.
Seuraavaksi mietitään mestariyhtälön kuvaaman fysikaalisen todellisuuden olemusta ja mitä
dekoherenssi tuottaa kvanttimekaaniselle systeemille. Luvussa kuusi dekoherenssia tarjoillaan
kissalle illallisella ja katsotaan, mitä tapahtuu. Asiaan liittyen on aiheellista tutustua
kvanttimekaanisen mittaamisen ihmeellisyyksiin ja mahdollisesti tarvittavaan rajankäyntiin
kvantti- ja klassisen fysiikan välillä. Ohimennen myös esittelen dekoherenssista nousevan
mahdollisuuden tulkita kvanttimekaniikkaa. Ja lopuksi tietenkin tehdään johtopäätöksiä
kaikesta tästä aiemmin koetusta.
Jos jotakuta halutaan syyttää tämän tutkimuksen syntymisestä, niin ensimmäisenä
muistettakoon lukion fysiikanopettajaani Ilkka Koivistoista, koska ilman hänen
myötävaikutustaan en välttämättä olisi päätynyt harjoittamaan kvanttifysiikaksi kutsuttua
salatiedettä. Luonnollisesti ohjaajani, professori Keijo Kajantien, kannustus ja kommentit ovat
olleet elintärkeitä työni edistymiselle. Tutkimuksestani oli alunperin tarkoitus tulla
suppeampi, mutta Fysiikan Tutkimuslaitokselta (HIP) järjestynyt rahoitus ja
tutkimusryhmäpaikka mahdollistivat pitempiaikaisemman ja perusteellisemman
työskentelyn. Professori Kalle-Antti Suomiselle kiitokset myös työni jatkuvasta seuraamisesta
ja kommentoinnista. Anna Hurmalaiselle erityiskiitokset tekstin oikoluvusta, aiheeseen
liittyvistä, sitä tangeeraavista sekä siihen liittymättömistä keskusteluista, ja ylipäätään siitä,
että hän on sietänyt minua tätä tutkimusta tehdessäni. Myös hyvät ystäväni Heli Arola, Tomi
Hassinen, Hanna Kekarainen, Terhi Koskela, Anna Lassila ja Jussi Rautio ovat olleet työni
onnistumisen tärkeä edellytys. Kaiken muun lisäksi he ovat auttaneet minua ymmärtämään
kvanttifysiikkaa viisaiden kysymysten ja keskusteluiden muodossa. En tiedä, voiko
ymmärrystä saavuttaa, sillä Feynman on sanonut: Kukaan ei voi ymmärtää
kvanttifysiikkaa, mutta yrittäminen kannattaa aina. Toivottavasti tutkimuksestani on apua
jonkun ymmärryksen etsinnässä.
32. Mikä on
Schrödingerin
kissa?
Erwin Schrödinger (1887-1961) nosti melkein kirjaimellisesti kissan kvanttifyysikoiden
pöydälle Naturwissenschaftenissa vuonna 1935 julkaistussa kolmiosaisessa artikkelissaan Die
gegenwärtige Situation der Quantenmechanik1 :
Man kann auch ganz burleske Fälle konstruieren. Eine Katze wird in eine Stahlkammer gesperrt, zusammen
mit folgender Höllenmaschine (die man gegen den direkten Zugriff der Katze sichern muß): in einem
Geigerschen Zählrohr befindet sich eine winzige Menge radioaktiver Substanz, so wenig, daß im Lauf einer
Stunde vielleicht eines von den Atomen zerfällt, ebenso wahrscheinlich aber auch keines; geschieht es, so spricht
das Zählrohr an und betätigt über ein Relais ein Hämmerchen, das ein Kölbchen mit Blausäure zertrümmert.
Hat man dieses ganze System eine Stunde lang sich selbst überlassen, so wird man sich sagen, daß die Katze
noch lebt, wenn inzwischen kein Atom zerfallen ist. Der erste Atomzerfall würde sie vergiftet haben. Die R-
Funktion des ganzen Systems würde das so zum Ausdruck bringen, daß in ihr die lebende und die tote Katze
(s. v. v.2) zu gleichen Teilen gemischt oder verschmiert sind.
Das Typische an diesen Fällen ist, daß eine ursprünglich auf den Atombereich beschränkte Unbestimmtheit
sich in grobsinnliche Unbestimmtheit umsetzt, die sich dann durch direkte Beobachtung entscheiden läßt. Das
hindert uns, in so naiver Weise ein verwaschenes Modell als Abbild der Wirklichkeit gelten zu lassen. An sich
enthielte es nichts Unklares oder Widerspruchsvolles. Es ist ein Unterschied zwischen einer verwackelten oder
ein unscharf eingestellten Photographie und einer Aufnahme von Wolken und Nebelschwaden.3
(Schrödinger, 1935, s. 812)
1 Kvanttimekaniikan nykytila
2 sit venia verbo
3 Suomennokseni löytyy liitteestä 2A.
4Siis kissa on suljettu teräksiseen säiliöön mukanaan helvetinkone - jonka muodostavat pieni
määrä radioaktiivista ainetta, geigermittari, johon on liitetty vasarakoneisto, ja pieni pullo
sinihappoa - eikä kissalla ole mahdollisuutta pysäyttää tätä helvetinkonetta. Jos tapahtuu
yksikin radioaktiivinen hajoaminen, geigermittari rekisteröi sen aiheuttaen sinihappopulloon
kohdistuvan vasaraniskun - ja kissan kuoleman. Radioaktiivisen aineen määrä on valittu
siten, että tunnin kuluttua yhden hajoamisen todennäköisyys on 50%. Tämän tunnin
kuluttua voidaan sanoa, että kissa on elossa, jos yksikään ydin ei ole hajonnut. Koko systeemiä
kuvaavan aaltofunktion mukaan elävä ja kuollut kissa ovat täyttäneet systeemin yhtä suurin
osuuksin, eli
(2.1) ( )HOlYlNXROOXWV\VWHHPL ψ+ψ=ψ 21 .
Arkiajattelu tuottaa paradoksin, sillä on hieman vaikea ajatella kissaa, joka on samanaikaisesti
yhtä paljon elävä sekä kuollut tai sitten ei ole kumpaakaan. Ihmiset ovat tottuneet siihen, että
kissat ovat joko eläviä tai kuolleita - mutta eivät missään nimessä superpositioita molemmista
mahdollisuuksista.
Tarkastellaan hieman Schrödingerin motiiveja näinkin brutaaliin kissan hyötykäyttöön.
Hän ei ollut missään tapauksessa tyytyväinen kvanttimekaniikan tilanteeseen vuonna 1935 ja
halusi osoittaa, että jotain on pielessä. Atomitasolla Heisenbergin epätarkkuusperiaate
hämärtää paikkoja ja impulsseja - kuten tunnettua, niiden samanaikainen mittaaminen on
mahdollista vain tietyllä tarkkuudella: 2
h≥∆∆ S[  - mutta makrokoon maailmassa ei ole
havaittavissa kappaleiden äärien hämärtymistä tai sekoittumista, eli klassinen
(deterministinen4 ) mekaniikka kuvaa fysikaalista todellisuutta yllättävän hyvin, vaikka
kvanttimaailmassa jylläävätkin todennäköisyyksiin perustuvat prosessit. Entä jos makrotason
ilmiöihin voisi vaikuttaa kvantti-ilmiöllä? Kissa ainakin on makroskooppinen objekti, ja
4 Deterministinen siinä mielessä, että aitoja todennäköisyysilmiöitä ei ole olemassa, mutta periaatteellinen
ennustamattomuus aiheutuu vaikkapa kaaoksesta eli alkutilaherkkyydestä.
5radioaktiivinen hajoaminen aito kvantti-ilmiö; tehdään niistä lomittunut5  systeemi
Schrödingerin esittelemällä tavalla, jolloin kissan kohtalo on suora seuraus radioaktiivisen
hajoamisen todennäköisyyslaeista, eli efektiivisesti kissan elämä ja kuolema noudattavat
samoja todennäköisyyslakeja (olettaen, että kissa on riittävän terve ja että sille taataan
terässäiliössä elämän perusedellytykset, jottei se kuole vanhuuteen tai sairauteen tai
ruoanpuutteeseen ennen radioaktiivista hajoamista). Ja jos radioaktiivisen hajoamisen
tapaukselle pätee tietyntyyppinen aaltofunktio, niin sama aaltofunktio kuvaa myös kissan
kohtaloa.
Edellä mainittu päättely on suoraviivaista, mutta sen taustalla on muutamia sanomatta
jätettyjä premissejä:
a) Aaltofunktio sisältää periaatteessa kaiken mahdollisen informaation siitä fysikaalisesta
systeemistä, jota se kuvaa.
b) Schrödingerin yhtälö määrää yksikäsitteisesti aaltofunktion aikakehityksen.
Tässä suhteessa kvanttimekaniikka on deterministinen6 .
c) Kvanttimekaniikka toimii ainakin fenomenologisesti, eli se ennustaa havainnot oikein.
Viimeksi mainittua oletusta on turha kiistää, sillä vaikka kvanttimekaniikalle on
kymmenittäin erilaisia (ja ristiriitaisia) tulkintoja, niin tulkinnoista huolimatta se toimii, ja
ihmiskunta on täten kyennyt suuriin älyllisiin ponnistuksiin, kuten mikroaaltouunin
valmistamiseen sekä atomipommin kokeilemiseen. Mutta entä ensin mainittu premissi, johon
aloitteleva kvanttimekaanikko törmää koulutuksen alkuvaiheissa alkeita esittelevän oppikirjan
ensimmäisillä sivuilla (esimerkiksi Cronström & Montonen, 1996, s. 11)? Kun edelliset
yhdistetään postulaattiin
d) Jokaista fysikaalista (s.o. mitattavissa olevaa) suuretta A vastaa lineaarinen hermiittinen
operaattori ´, joka operoi tilavektoriavaruuden vektoreihin. ´:n ominaisarvot a ovat A:n
mittauksen mahdollisia mittaustuloksia. (Cronström & Montonen, 1996, s. 69)
5 Entangled system. Entanglement (saksaksi Verschrenkung) liittyy myös oleellisesti Schrödingerin
ajatuskokeen tekemiseen, sillä sitä motivoi myös kuuluisa Einstein-Podolsky-Rosen -paperi (EPR 1935) ja
kirjeenvaihto Einsteinin kanssa, mutta niistä enemmän tuonnempana.
6 On olemassa erilaisia determinismin asteita. Jos kiinnostaa, niin lyhyt selvitys löytyy liitteestä 2B.
6päädytään ajatukseen, että kvanttimekaanisella systeemillä on vain mitattavissa olevia
ominaisuuksia (mikä onkin järkevä ajatus luonnontieteissä), ja nämä ominaisuudet seuraavat
suoraan aaltofunktiosta (tai tilavektorista, joka ajaa saman asian). Ilman mittausta systeemin
ominaisuuksista ei voi sanoa mitään (muuta kuin että tietyllä todennäköisyydellä saadaan
tietty tulos), eli tällöin kissa ei ole elossa eikä myöskään kuollut, ja kissaa kuvaava
maksimaalinen informaatio sisältyy edellä esiteltyyn aaltofunktioon (kaava 2.1). Jos oleminen
on havaitsemista/havaituksi tulemista, niin tästä seuraa se, että mittauksen (teräskammion
kannen aukaisemisen) jälkeen kissa on joko elossa tai kuollut. Tähän ajatukseen palataan
kööpenhaminalaisen tulkinnan (luku 3.1) yhteydessä, sillä se on tulkinnan kantava voima.
Einstein kritisoi premissiä a) paperissaan Can quantum-mechanical description of physical
reality be considered complete? (EPR, 1935) todeten, että kvanttimekaniikka hylkää
lokaalisuuden vaatimuksen (sisältää viiveettömiä vuorovaikutuksia), minkä takia teorian
täytyy olla keskeneräinen7.  Hänen mielestään fysikaalinen todellisuus on deterministinen ja
lokaali, ja piilomuuttujia olettamalla teoriasta saisi sellaisen. Tämä tarkoittaisi esimerkiksi
sitä, että Heisenbergin epätarkkuusperiaatteesta huolimatta massapisteellä olisi
samanaikaisesti sekä hyvin määritelty impulssi että paikka - ja että epätarkkuusperiaate
koskisi pelkästään mittaustapahtumaa eikä luontoa itseään. (Piilomuuttujista lisää ja
tarkemmin kappaleessa 3.2.)
EPR-paperin valmistelun aikoihin Einstein vaihtoi innokkaasti kirjeitä ja ajatuksia
Schrödingerin kanssa. Kirjeessä 8/8 1935 (Fine, 1986, s. 78) Einstein kertoo ajatuskokeesta,
jossa tietty määrä ruutia olisi kemiallisessa epätasapainotilassa, jolloin vuoden kuluttua
systeemiä kuvaava aaltofunktio olisi sekoitus räjähtäneen ja ei-vielä-räjähtäneen ruudin
tiloista. Einsteinin mielestä ei ollut välimuotoa räjähtäneen ja ei-räjähtäneen ruudin välillä,
ja välimuodon puuttuminen hänen mukaansa osoittaisi kvanttimekaniikan epätäydellisyyden.
7 Kvanttimekaniikka on jo formalisminsa puolesta ei-lokaali, eikä lokaalisuutta voida tuoda takaovenkaan
kautta sisälle teoriaan - vaikka yrittäisi konstruoida millaisia piilomuuttujia. Seuraavien lainauksien
sisältö on vahvistettu monilla kokeilla (esimerkiksi Aspect et al., 1982 ): Neither quantum mechanics nor
nature are realistic and local in character; both display very strange behaviour (Mandl, 1992, s. 158) ja One
must probably conclude that nature is as weird as quantum mechanics makes her out to be
(Mandl, 1992, s. 161), mutta aihetta käsitellään enemmän luvussa 3.2.
7Hän tervehti ilolla Schrödingerin kissakoetta, joka oli parempi esimerkki, koska se koski oikeaa
kvantti-ilmiötä.8  Schrödinger ei kuitenkaan esitellyt kissaansa parannettuna EPR-
argumenttina kvanttimekaniikan täydellisyyttä vastaan, vaan vain mietintänä kvantti- ja
klassisen maailman eroista ja/tai mahdollisesta rajasta.
On myös monesti väitetty, että Schrödingerin kissa olisi pelkästään (tai pääosin)
mittaustapahtumaan liittyvä paradoksi (esimerkiksi Jauch, 1968, s. 185 , Fine, 1986, s. 83-
84, Schreiber, 1994, s. 5), mutta tätä väitettä vastaan asettuu Lockwood9  (Lockwood, 1992,
s. 364) samantapaisella Schrödingerin kissa-artikkelin analyysillä kuin olen edellä esittänyt
(ja mikä on luettavissa suoraan Schrödingerin artikkelistakin). Kyllä Schrödinger nosti
kissansa jälkeenpäin pöydälle myös mittaustapahtumaan liittyen kehottamalla kohdassa §10
muistamaan myrkytetyn kissan (Schrödinger, 1935, s. 827), mutta tämä ei todellakaan ollut
tarkoitettu kissan elämän (tai kuoleman) päätehtäväksi!
Kissaesimerkissä oletetaan myös premissi
e) Systeemi on täysin eristetty ympäristöstään,
mitä kritisoidaan luvusta 4 eteenpäin.
8 Mainittakoon, että lopulta tuloksena oli kompromissi: Einstein ehdottaa 22/12 1950 kirjeessään
Schrödingerille (Fine, 1986, s. 84-85), että radioaktiivisen hajoamisen rekisteröityminen geigerlaskurissa
räjäyttäisi ruudin, ja täten räjäyttäisi kissan! Tästä selvästikin huomataan, että kissa on oleellinen osa
koetta...
9 Artikkelin nimi on mielenkiintoinen: What Schrödinger should have learned from his cat. Artikkelin
kirjoittajan mielestä kissalta olisi pitänyt oppia monimaailmatulkinta, jota taas käsitellään kohdassa 3.3.
8Voidaan myös suunnitella melko irvokkaita tapauksia: Teljetään kissa teräskammioon
seuraavanlaisen helvetinkoneen kanssa (joka täytyy varmistaa kissankestäväksi): geigerputki,
jonka sisällä on vähäpätöinen määrä radioaktiivista ainetta - niin vähäinen, että tunnin
kuluessa yksi atomeista ehkä hajoaa, ja yhtä todennäköisesti yksikään ei hajoa. Jos
hajoaminen tapahtuu, niin geigermittari laukeaa ja käynnistää koneiston, joka vapauttaa
vasaran, ja vasara murskaa pienen sinihappopullon. Jos koko tämän systeemin jättää tunniksi
oman onnensa nojaan, niin sen jälkeen voidaan sanoa, että kissa elää vielä, jos yksikään atomi
ei ole hajonnut. Ensimmäisen atomin hajoaminen olisi aikaansaanut kissan myrkyttymisen.
Koko systeemin R-funktio [aaltofunktio] antaisi tälle kaikelle ilmaisun, jossa elävä ja kuollut
kissa (anteeksi ilmaisu) olisivat yhtä suurin osuuksin sekoittuneet tai tuhriutuneet.
Näille tapauksille on tyypillistä se, että alkuperältään atomiskaalaan rajoittunut
epämääräisyys siirtyy karkeasti aistittavaksi [sanalla grobsinnliche on myös merkitys
eläimellinen, joka sopii myös kissan tapaukseen] epämääräisyydeksi, joka tämän jälkeen
voidaan määrittää suoralla havainnolla. Naiivilla tavalla tämä estää meitä hyväksymästä
haalistunutta mallia todellisuuden kuvaksi, jossa itsessään ei ole mitään epäselvyyksiä tai
ristiriitaisuuksia. Vastaava ero on tutisten tai epäterävästi otetun valokuvan ja pilvistä ja
sumusuikaleista otetun otoksen välillä.
(Suomennos minun.)
Liite 2A: Schrödingerin kissan määritelmä suomeksi
9Determinismin asteista vahvimmaksi voisi luokitella fatalismin, ellei sitä luokitella omaksi
tapauksekseen. Fatalismin mukaan lopputilanne on ennalta määrätty ja tapahtuu
alkutilanteesta huolimatta. Tämän takia sitä ei välttämättä kannata sotkea mihinkään
determinismin muotoon, sillä determinismin mukaan alkutilanne aiheuttaa lopputuloksen
(Sklar, 1995). Fatalismiin liittyy myös ajatus, että niin menneisyyden kuin tulevaisuudenkin
tapahtumiin liittyy totuusarvo, joka on tosi tai epätosi (mutta ei molempia samanaikaisesti
tai ei kumpaakaan). Fatalistiset syy-seuraussuhteet ovat loogisia, kun taas deterministiset
fysikaalisia - mikä ei tietenkään poissulje näiden yhteneväisyyttä (Cahn, 1995).
Absoluuttisen determinismin puolestaan voi jakaa praktiseksi ja teoreettiseksi determinismiksi.
Praktisen determinismin lippulaiva on ajatus Laplacen demonista, eli tuntemalla kaikkien
maailmankaikkeuden hiukkasten paikat, impulssit ja niiden väliset vuorovaikutukset yhdellä
hetkellä voidaan laskea tarkasti maailmankaikkeuden tila jollain toisella hetkellä.
Teoreettisen determinismin mukaan tällaista tietoa ei periaatteessakaan voi saavuttaa, mutta
alkutilanteesta seuraa välttämättä tietty lopputilanne fysikaalisten objektien välisten
vuorovaikutusten seurauksena, eli täysin identtiset systeemit käyttäytyisivät täysin
identtisesti. (Schrödinger, 1932) Huomataan, että fatalismi ei siedä superpositioita (mikä olisi
superposition totuusarvo?), klassinen kaaos tuottaa jo ongelmia praktiselle determinismille ja
kvanttifysiikka siis ylipäänsä kaikille näistä.
Jäljelle jää heikko determinismi, eli systeemin aaltofunktion aikakehitys on determinoitu,
mutta aaltofunktiosta saadaan vain mittaustuloksiin liittyvä todennäköisyystiheys - eli
identtisten systeemien identtiset mittaukset eivät ole välttämättä yhteneviä, vaan vain jollain
todennäköisyydellä. Siispä tämä heikko determinismi onkin klassisesti ajateltuna erittäin
indeterminististä.
Liite 2B: Determinismin asteista
10
Seuraavaksi tarkastelun polttopisteessä ovat erilaiset kvanttimekaniikan tulkinnat, joiden
mukaan kissalle tapahtuu mitä ihmeellisimpiä asioita, sekä tulkintoja kohtaan esitettävissä
oleva kritiikki. Tämän luvun rakenteesta sen verran, että kohdassa 3.x.1. esitellään tulkinta ja
sen mahdolliset variaatiot pääpiirteittäin ja lyhyesti, kohdasta 3.x.2. löytyy tulkinnan
mukainen vastaus kysymykseen mitä tapahtuikaan kissalle? ja kritiikki seuraa vuorostaan
kohdassa 3.x.3.
Aluksi lienee hyvä esitellä kööpenhaminalaisen tulkinnan teesit:
1) Teoria käsittelee yksittäisiä objekteja.
2) Todennäköisyydet ovat primäärisiä.
3) Rajankäynti mitattavan kohteen ja mittausvälineistön välillä jää mittaajalle.
4) Mittausvälineistöä kuvataan klassisen fysiikan termeillä.
5) Mittaustapahtuma on irreversiibeli, ja se tuottaa dokumentin.
6) Mittauksessa tapahtuva kvanttihyppy on siirtymä potentiaalisuudesta aktuaalisuuteen.
7) Komplementaarisia ominaisuuksia ei voi mitata samanaikaisesti.
8) Vain mittauksen tuloksia voidaan pitää tosina.
9) Puhtaat kvanttitilat ovat objektiivisia, mutta eivät todellisia.
3. Yrityksiä ratkaista
kissan paradoksit
3.1. Wignerin ystävä ihmeellisessä Kööpenhaminassa
3.1.1. Kööpenhaminalainen tulkinta10
10 Kutsutaan myös kööpenhaminalais-göttingeniläiseksi tulkinnaksi, sillä Niels Bohrin ohella tämän tulkinnan
muotoutumiseen vaikuttivat sekä Werner Heisenberg että Max Born.
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Bohr itse ei esittänyt tulkinnan teesejä kootusti ja eksplisiittisesti, vaan nämä mainitut ovat
Primasin kokoamat ja OmnŁsin esittämät kirjassa The interpretation of quantum mechanics
(OmnŁs, 1994, s. 85), suomennos minun.
Teesejä katsomalla voidaan päätellä kööpenhaminalaisen tulkinnan johtoajatus:
kvanttimekaanisista objekteista ei voida puhua ontologisesti, vaan korkeintaan
epistemologisesti11 . Siis kun mittalaite rekisteröi jonkin mittaustuloksen a, voidaan sanoa,
että tämänkaltaisella mittalaitteella tehtäessä tätä mittausta tämänkaltaiseen objektiin
saadaan tulos a (tietyllä todennäköisyydellä, joka on laskettavissa aaltofunktiosta, joka siis
sisältää maksimaalisen informaation kyseessä olevasta systeemistä), mutta ei muuta. Täten
kvanttimekaniikka ei voi sanoa mitään mitattavan objektin todellisesta olemuksesta, vaan
vain siitä, millaisia mittaustuloksia voidaan saada - eli mitä tietoa on mahdollista saada
mittauksen kohteesta. Tämä muistuttaa läheisesti Berkeleyn filosofiassa esiintynyttä ajatusta,
että olemassaolo on havaitsemista12.
Mutta minkälainen on mittalaite? Jos se on kvanttimekaaninen objekti, niin lopputuloksena
on mittalaitteen ja mittauksen kohteen muodostama lomittunut systeemi, jonka seurauksena
ei saataisi selviä mittaustuloksia, koska mittalaitekin olisi hämärtynyt kvanttimaailmaan.
Fysikaalisessa todellisuudessa puolestaan kvanttisysteemeille saadaan tarkkaan määrättyjä
mittaustuloksia, jotka eivät riipu mittalaitteissa esiintyvistä pienistä eroista (kuten siitä, onko
toisen kyljessä naarmu vai ei), joten tämä puoltaa Bohrin teesejä, että mittalaitetta voidaan
pitää mittauskohteesta erillisenä objektina ja soveltaa siihen klassista fysiikkaa. Missä ja miksi
tämä rajankäynti klassisen ja kvanttifysiikan välillä on käytävä, jää paremmitta
perusteluitta.13
11 Ontologia: oppi siitä, mitä on olemassa - epistemologia: oppi siitä, mitä voimme tietää siitä, mikä on
olemassa.
12 Berkeleyn ajatuksiin palaamme myöhemmin, luvussa 3.1.3 (alaviite 15).
13 Yksi perustelu on se, että mittalaitteena voidaan pitää sellaista, jota havainnoidaan huomattavasti
Heisenbergin epätarkkuusperiaatteen antamaa rajaa epätarkemmin (Schreiber, 1994, s. 42).
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Bohr huomauttaa myös kvantti-ilmiöiden luonteeseen liittyen, että jokainen kvantti-
tapahtuma on itsenäinen ja riippumaton. Identtisiksi preparoidut systeemit eivät välttämättä
tuota identtisissä mittausjärjestelyissä identtisiä tuloksia. Tämän ja komplementaarisuuden
takia taas tietyistä asioista ei voida puhua, kuten esimerkiksi elektronin radasta kokeessa, jossa
ei mitata elektronin rataa (jos taas mitataan elektronin rata, niin menetetään muuta
informaatiota, kuten kaksoisrakokokeessa), eikä tietenkään elektronista ilman mittalaitetta,
joka havaitsee sen. Mittaus itsessään aiheuttaa vuorovaikutuksen mittalaitteen ja mittauksen
kohteen välille, eikä tätä vuorovaikutusta voida jättää huomiotta - ainakaan silloin, jos
mittalaitetta yritetään kohdella kvanttimekaanisesti. Klassisen mittaustuloksen saaminen
edellyttää aaltofunktion reduktiota, mitä voidaan havainnollistaa seuraavalla tavalla:
Olkoon systeemi alussa puhtaassa tilassa
(3.1) ∑ ψ=Ψ
Q
QQ
D .
Suoritetaan von Neumannin mittaus (mittausteoriasta enemmän luvussa 6.1.)
ortogonaalisessa kannassa { }
L
ψ . Mittaus voidaan ymmärtää projektio-operaattoreiden
(3.2)
LLL
ψψ=Â
avulla. Jos mittaustuloksena on saatu, että systeemi on (mittauksen jälkeen) tilassa 3ψ ,
tällöin alkutilaan on käytetty projektoria
(3.3) 333Â ψ=Ψ D .
Alkujaan todennäköisyys, että systeemi löytyy tilasta 3ψ  on
(3.4)
2
3
2
33Â D=Ψψ=ΨΨ ,
mutta mittauksen jälkeen systeemi on preparoitu tilaan 3ψ , eli mitattaessa on tapahtunut
aaltofunktion romahdus (reduktio) tilaan 3ψ , josta systeemi löytyy 100%:n
todennäköisyydellä tämän jälkeen, ellei se ole aikakehittyvä eikä suoriteta mitään sellaista
mittausta, joka aiheuttaisi preparoitumisen toiseen tilaan.
Se, mikä aiheuttaisi aaltofunktion reduktion, on epäselvää. Koska kvanttimekaniikassa
vuorovaikutuksia kuvataan unitaarisilla muunnoksilla, päänsärkyä tietystikin lisää se, että
aaltofunktion reduktio ei ole unitaarinen, joten se ei voi olla vuorovaikutus ainakaan sanan
tavanomaisessa merkityksessä.
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On mieletöntä puhua teräskammion ulkopuolella kissan elossaolosta taikka kuolemasta
ilman mittauksen suorittamista, elikä kannen avaamista. Tämän mittauksen jälkeen kissan
aaltofunktio romahtaa tiettyyn tilaan, eli kissa on elossa tai kuollut - riippuen siitä, onko
radioaktiivista hajoamista tapahtunut vai ei. Itse asiassa emme voi olla varmoja edes siitä,
että kissa on laatikossa, ellemme tee mittausta...
 - Eikö sitten geigermittari ole mittalaite?
Onhan sekin.
 - Mutta eikö sitten se, että se rekisteröi, onko radioaktiivista hajoamista tapahtunut, riitä
romahduttamaan kissan aaltofunktion jompaankumpaan tiettyyn tilaan? Tai sitten se, että
kissa huomaa, että geigermittari naksahti tiettynä hetkenä, jonka takia vasara murskasi
myrkkypullon, ja tämän takia kissa tekee kuolemaa - tai sitten ei tee, jos näin ei ole käynyt?
Mutta kun sekä mittari että kissa kuuluvat molemmat kvanttimekaaniseen systeemiin.
 - Tämähän olikin Schrödingerin pointti, jonka hän halusi tuoda kissa-artikkelissaan
(Schrödinger, 1935) esille, mutta missä sitten on mittalaite, jota voidaan kuvailla klassisesti?
Teräskammion ulkopuolella.
 - Selvä. Huoneessa, jossa kissan olinpaikkaa säilytetään, on tietokoneohjattu laite, joka
aukaisee laatikon ja tutkii kissan olotilan, mutta huoneessa ei ole ketään muuta, ja ovi on
kiinni. Onko tämä kone tulkittavissa mittalaitteeksi, jos kukaan kissakoetta suorittavan
tutkimusryhmän jäsen ei ole lukemassa mittauksen tulosta?
Tuota...
 - Eikö tällöin tutkimusryhmän mielestä sekä kissa että huoneessa oleva mittalaite
muodostaisi superposition, joka olisi muotoa:
(3.5) ( )
HOlYlNLVVDHOlYlPLWWDODLWHNXROOXWNLVVDNXROOXWPLWWDODLWH ::::2
1 ψ⊗ψ+ψ⊗ψ ?
3.1.2. Vastaus kissalle
3.1.3. Rajankäynti mittalaitteen ja mittauskohteen välillä
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Itse asiassa kyllä...
 - Ja eikö tarvittaisi uusia mittalaitteita rekisteröimään tilanne, ja se jatkuisi ad infinitum?
Mikä aiheuttaa aaltofunktion romahtamisen, ja missä vaiheessa on tultu klassisen fysiikan
piiriin?
Tietoisuus. Tarvitaan joku, jolla on tietoisuus, joka lukee tuloksen mittalaitteelta, ja tällöin
aaltofunktio romahtaa.14
 - Mutta eikö kissalla ole riittävä tietoisuus?
Ei. Tarvitaan korkeampi tietoisuuden muoto.
 - Selvä. Tutkimusryhmän jäsen - sanotaan häntä vaikkapa tuttavallisesti (kuten tapana on)
Wignerin ystäväksi - astuu huoneeseen ja lukee tuloksen mittalaitteelta, mutta koska hän on
hieman kelju luonne, ei hän kerrokaan tulosta toisille! Eikö tällöin hänkin ole osa
kvanttimekaanista systeemiä, johon kuuluu myös kissa, geigermittari ja laatikon aukaissut
mittalaite?
Pakko tunnustaa, kyllä.
 - Ja vaikka hän kertoisikin tutkimusryhmälle, nyt tutkimusryhmä päättää olla julkaisematta
tuloksia, koska pelkää eläinrääkkäyssyytteitä. Eikö tällöin tutkimusryhmäkin kuuluisi tähän
kvanttimekaaniseen systeemiin? Tätä voidaan jatkaa myös ad infinitum
maailmankaikkeudessa.
Mutta jos maailmankaikkeuden ulkopuolella on havaitsija, joka havaitsee kaiken, ja tällöin
romahduttaa kissan aaltofunktion?15
 - No, oletetaan niin. Kyseisen otuksen on pakko olla chinchilla, sillä ne ovat erittäin
14 Tämä ehdotus ilmeisestikin on von Neumannin käsialaa, ja ajatusta ovat myös kehitelleet Wigner sekä
London ja Bauer (Neumann, 1955, Wigner 1967, London & Bauer, 1939).
15 1700-luvun vaihteessa elänyttä piispa Berkeleytä voidaan periaatteessa pitää tämän tulkinnan kantaisänä,
sillä hän tuli tulokseen, että havaituksi tuleminen on olemista - ei ole olemassa muita kuin havaittavia
asioita. Luonnollisesti hän oli huolissaan, katoaako kirkon alttari, kun hän poistuu kirkosta eikä sisällä ole
ketään muuta tarkkailemassa alttaria, ja että kuinka välttämätöntä on, että alttari on kirkossa jälleen, kun
hän aukaisee kirkon oven. Entä koko kirkon kohtalo, kun hän sulkee silmänsä vaikkapa yöllä nukkuakseen?
Berkeleyn yöunet pelasti oivallus, että hänen jumalansa tarkkailee kaikkea, mikä on erittäin helppo tehtävä
kaikkivoivalle, ja peräti Raamatun mukainenkin...
(Aiheesta kiinnostuneille enemmän: Berkeley 1710 ja 1713.)
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neuvokkaita otuksia.
Totta. Tämä chinchilla havaitsee kaiken ja täten romahduttaa aaltofunktiot.
 - Mutta entä kuinka sitten muutokset maailmankaikkeudessa ylipäänsä ovat mahdollisia?
Anteeksi, mitä tarkoitat?
 - Muistanet vaikkapa kiehuvan kattilan paradoksin: kattila ei kiehu, kun sitä tarkkaillaan,
mutta jos se jätetään vaille valvontaa, niin samassa ajassa keitokset ovat päätyneet liedelle.
Tarkastellaan vaikka kvanttimekaanista kattilaa, joka sisältää berylliumioneja. Ionien
energiatila 1 vastaa kiehumatonta tilaa ja energiatila 2 kiehunutta. Suurelle otokselle ioneja
tila 1 purkautuu tilaksi 2 256 millisekunnissa melkein 100-prosenttisesti. Jos kattilaan
katsotaan 128 ms kuluttua, huomataan, että 50% ioneista on tilassa 2. Kun tarkastetaan,
missä tilassa ionit ovat 4 ms välein, huomataan, että 256 ms jälkeen suurin osa (99.99%) on
edelleen tilassa 1 - koska jokainen kvanttitapahtuma on riippumaton, ja 4 ms jälkeen yhdellä
ionilla on 0.01%:n todennäköisyys siirtyä tilaan 2.16  Jos koko ajan tarkkailtaisiin, missä tilassa
mikäkin systeemi on, tällöin ei voisi tapahtua muutoksia...
Aivan totta. Mutta chinchilla räpyttelee silmiään.
 - Joutuu tekemään sitä melko tiheään tahtiin...
16 Teoria tästäkin asiasta kirjoitettiin ennen käytäntöä (Peres, 1980). Ja edellä mainittu koejärjestely osoitti
teorian oikeaksi (Itano et al., 1990). Aihe tunnetaan myös nimillä vahtikoiraefekti ja kvanttimekaaninen
Zenonin paradoksi/efekti.
16
On olemassa monenlaisia erilaisia piilomuuttujateorioita (esimerkiksi Bohmin
pilottiaaltoteoria (Bohm, 1952, 1980 )17 ), mutta niille yhteisenä nimittäjänä voisi ainakin
pitää deterministisyyttä. Eli fysikaalinen todellisuus onkin aivan oikeasti deterministinen,
mutta tästä todellisuudesta saatavan tiedon määrä ja tarkkuus on rajallinen - esimerkiksi
mittaamista rajoittaa tunnettu Heisenbergin epätarkkuusperiaate, mutta se ei kuitenkaan ole
luonnonlain asemassa, koska hiukkasilla on oikeasti (havaintomaailman ulkopuolella) tarkat
paikat ja impulssit. Epämääräisyys ja todennäköisyysilmiöt aiheutuisivat vain
havaintotarkkuudesta, vaikka todellisuudessa kaiken taustalla jylläisi armoton
deterministisyys. Saadut mittaustulokset ovat kvanttimekaniikan - ja sen, mitä nykyisestä
fysikaalisesta todellisuudesta tiedetään - mukaisia, mutta esimerkiksi niin sanotusta
chinchilla-perspektiivistä (oletetaan, että tämä maailmankaikkeuden ulkopuolelle päätynyt
chinchilla olisi kykenevä saamaan selville radioaktiivisen näytteen täydellisen aaltofunktion -
sen, mihin tieteenharjoittajat täällä pystyvät, ja myös sen osan, mikä on ihmisten
saavuttamattomissa) olisi mahdollista raaalla voimalla laskea, mikä ydin hajoaa ja milloin.
Ihmiset käyttäen epätäydellistä kvanttimekaniikkaa (sillä he eivät tiedä maton alle
kätkettyjen muuttujien luonnetta taikka arvoja) onnistuisivat laskemaan statistiikan sille,
3.2. Maton alle lakaistuja kätkettyjä muuttujia
3.2.1. Piilomuuttujateorioista yleensä
17 Jotkut voivat tietysti väittää minun tekevän vääryyttä Bohmin teorialle, kun niputan sen
piilomuuttujateorioihin, mutta se täyttää edellä esitettyjä kriteereitä (ja kaatuu piilomuuttujateorioiden
heikkouksiin). Tukea luokittelulleni antaa myös Gribbin teoksessaan Schrödingers kittens and the search for
reality (Gribbin, 1995, s. 156) sekä Finkelstein artikkelissaan Does Schrödingers cat know something that
Schrödinger does not know? (Finkelstein, 1998). Gribbin vakuuttelee, että voisi vaikka ostaakin sen
teorian (mitä itse en tekisi kohdan 3.2.3. jälkeen). Finkelsteinkin soittaa torvea Bohmin teorian puolesta:
hänen mukaansa kissa laatikossa tietää jotain, mistä Schrödingerillä ei ole aavistustakaan - nimittäin oman
paikkansa. Finkelsteinin mielestä kissan paikka on piilomuuttuja, mutta tämän piilomuuttujien
uudelleenlämmitysyritelmän kumoaminen on helppoa: Kyllähän kissa oman paikkansa tietää, ja se paikka on
olemassa Heisenbergin epätarkkuusperiaatteen antamalla tarkkuudella. Esimerkin Schrödinger puolestaan
tietää kissan paikan pienemmällä tarkkuudella, mutta entä sitten? Sekaannus syntyy siitä, että väitetään
jälkimmäisen tiedon olevan tarkin mahdollinen fysikaalinen informaatio koko systeemistä. Jos taas laatikko
on yhtä suuri kuin kissa epätarkkuuksineen, esimerkin Schrödinger tietää kissan paikan yhtä tarkasti kuin se
on olemassa. Jos taas kissa on yksi elektroni atomin ympärillä, ajatus tarkasta paikasta muuttuu
mielettömäksi ja on samaa luokkaa kuin ajatus: Mustalla aukolla on sisäinen hienorakenne, jota emme voi
edes periaatteessa havaita, mutta se vaikuttaa maailmankaikkeuteemme.
17
millä todennäköisyydellä tietyssä ajassa tapahtuu kuinkakin monta hajoamista. Ja - kas
kummaa - molemmat tulokset olisivat yhtenevät (mittaustarkkuuden rajoissa).
Selvästikin piilomuuttujateoriat ovat hyppäys epistemologiasta ontologiaan, sillä ne yrittävät
pureutua todellisuuden todelliseen luonteeseen eli niihin kasvoihin, jotka ovat
mittaustarkkuuden ulkopuolella.18  Mutta onko näillä olioilla sinänsä mitään havaittavia
vaikutuksia? Vastaus on - yllättävää kyllä - että on.
Kissa on koko ajan joko elossa tai kuollut, mutta ei missään tapauksessa hämärtynyt. Itse
asiassa kissan kohtalo oli jo koejärjestelyn alussa determinoitu siten, että tietyn ytimen oli
määrä hajota tietyllä hetkellä aiheuttaen kissan kuoleman (chinchilla oli laskenut sen). Siis
kaiken lisäksi jos kissa kuoli, sillä on hyvinmääritelty kuolinhetkikin, jota koetta tekevä
tutkimusryhmä ei pysty päättelemään käytettävissään olevista tiedoista.
 - No hyvä. En voi olla heittäytymättä jälleen filosofiseksi, sillä tulee mieleen anekdootti
Descartesista.
No, kerro pois, sillä mielesi tekee kuitenkin.
 - Descartes seurasi sivusta kiinnostuneena kahden filosofin väittelyä, joka äityi lopulta
riidaksi. Lopulta hän keskeytti riitelijät todeten: Hyvät herrat, älkäämme riidelkö tästä
asiasta - laskekaamme!
3.2.2. Vastaus kissalle
18 Samansuuntaisia ajatteli jo Immanuel Kant 1800-luvulla. Hän jakoi maailman ilmiömaailmaan ja olioihin
sinänsä (das Ding an sich). Ilmiömaailmassa nähdään joitain olioiden sinänsä piirteitä, mutta niistä ei voida
päätellä mitään olioista sinänsä - jotka ovat ihmisjärjen saavuttamattomissa (mutta eivät chinchillan, kuten
edellä huomasimme). Itse asiassa olioiden sinänsä todellisesta olemassaolosta tai muustakaan niihin
liittyvästä ei voida sanoa mitään. (Kant, 1781)
3.2.3. Piilomuuttujille kuolinisku?
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Ja nyt haluaisit laskea?
 - Aivan:19
 - Ajatellaan aluksi seuraavanlaista koejärjestelyä: on olemassa kolme samanlaista mittalaitetta
(a, b ja c), joilla voidaan suorittaa joko mittaus 1 tai 2, ja mittaustuloksena laitteessa syttyy
joko vihreä (V) tai punainen (P) valo. Nämä mittalaitteet ovat ympyrän kehällä
mahdollisimman kaukana toisistaan (tasasivuisen kolmion kärjissä), ja ympyrän keskipisteessä
sijaitsee hiukkaslähde. Hiukkaslähde tuottaa aina mittausta varten yhden hiukkasen, joka
hajoaa kolmeen osaan. Kaikkiin mittalaitteisiin tulee yksi osa hajonneesta hiukkasesta, ja
havaitaan seuraavaa: jos tehdään mittaus 111 (eli jokaisella mittalaitteella tehdään mittaus
1), syttyy parillinen määrä punaisia valoja. Jos taas tehdään mittaus, jossa yksi mittalaite on
asennettu asentoon 1 (ja kaksi muuta tekevät mittauksen 2), niin havaitaan pariton määrä
punaisia valoja.
Aloitetaan tarkastelu tilanteesta, jossa yksi mittalaite on asennossa 1. Jos kaikilla hiukkasilla
on tarkkaan määrätty alkutila (jota emme voi mitata), niin loogisesti pystytään päättelemään
alussa syntyneen hiukkasen koostumuksen vaihtoehdot, joista siis jokainen vaihtoehtoinen
hiukkanen tuottaa parittoman määrän punaisia valoja jouduttuaan koejärjestelyn uhriksi.
Aivan, helppoa. Niitä on kahdeksan (taulukossa on ilmoitettu alussa syntyneen hiukkasen
sisärakenteen kombinaatiot ylemmän rivin tarkoittaessa mittausta 1 ja alemman
mittausta 2 mittalaitteiden ollessa järjestyksessä a, b ja c - esimerkin vuoksi hiukkaseen 3
suoritetun mittauksen 212 tulokset on ympyröity):
jotka ovatkin siinä.
19 Tämä esitys pohjautuu Merminin artikkeliin (Mermin, 1990).
hiukkasvaihtoehto        1            2            3            4            5            6             7            8
mittalaite     a b c       a b c       a b c       a b c       a b c       a b c       a b c       a b c
tulokset, mittaus 1   P P P      P V V     V V P      V P V     P V V      P P P     V P V      V V P
    mittaus 2    P P P      P V V     P P V      P V P     V P P      V V V     V P V      V V P
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 - Oikein. Pariton määrä punaisia on tuloksena, jos suoritetaan mittaus 122, 212 tai 221
mihin tahansa mahdolliseen alkutilaan. Mutta mitä tapahtuukaan mittauksessa 111?
Pariton määrä punaisia...
 - Millään määrätyillä hiukkasen alkutilalla ei siis saada parillista määrää punaisia
mittauksessa 111?
Aivan. Se on loogisesti mahdotonta.
 - Siis fysikaalinen todellisuus näyttää tämän mukaan loogisesti mahdottomalta?
Miten niin?
 - Mittaukset 1 ja 2 ovat spinin x- ja y-komponentin mittauksia. Punainen valo tuloksena
tarkoittaa spin ylös ja vihreä spin alas. Ja tämä hiukkaslähteessä synnytetty outoja tuloksia
tuottava tila on kolmen spin ‰  -hiukkasen muodostama superpositiotila, jota
ammattikielessä sanotaan GHZ-tilaksi. Siis alkutila on
(3.6.) ( )3213210 21 −−−−+++= ,
missä numero tarkoittaa hiukkasta, ja tilat ovat spinin z-komponentin ominaistiloja (+=ylös,
-=alas). Mittauksia 122, 212 ja 221 vastaavat operaattorit
(3.7.) 321122L \\[ σσσ= ,
(3.8.) 321212L \[\ σσσ=  ja
(3.9.) 321221L [\\ σσσ= .20
Punainen valo tarkoittaa tulosta +1 ja vihreä -1 (yksikköinä h2
1 ), joten tila (3.6.) on
edellisen sivun taulukon hiukkasvaihtoehto 6. Nyt on helppo päätellä, että samalla tavalla
käyttäytyviä alkutiloja on vielä seitsemän erilaista, jotka voi vaivattomasti katsoa taulukosta.
Siispä kvanttimekaanisesti mittaustulokseksi saadaan
(3.10.) 010L0L0L 221212122 +=== ,
koska
(3.11a.) −=+σ L
\
,
(3.11b.) +−=−σ L
\
,
20 Huomautettakoon, että 0L,L =


ML
, eli operaattorit kommutoivat, mikä tarkoittaa, että esiteltävä
mittaus on mahdollinen.
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(3.11c.) −=+σ
[
ja
(3.11d.) +=−σ
[
.
Sama tulos siis tulee piilomuuttujillakin, koska piilomuuttujateorioiden antaman
kokonaistuloksen saa kertomalla keskenään eri mittalaitteiden antamat tulokset.
Mittaus
(3.12.) 321111L [[[ σσσ=
antaa tuloksena +1, jos hiukkasilla on tarkkaan määrätyt ominaisuudet alussa, mitä
piilomuuttujateoriat vaativat. Mutta fysikaalinen todellisuus ja kvanttimekaniikka tuottavat
tuloksena21
(3.13.) 010L111 −= ,
mikä on murskaava tulos piilomuuttujateorioiden kannalta.22
Olen sanaton.
21 Samasta aiheesta enemmän erilaiseen kaapuun puettuna vaikkapa artikkelista Bells theorem without
inequalities (Greenberger et al., 1990).
22 Itse asiassa vain lokaaleja piilomuuttujateorioita ajatellen, mutta globaaleissakin on omat ongelmansa -
varsinkin silloin, jos niistä haluaa ulos relativistista kvanttimekaniikkaa, koska piilomuuttujateoriat
näyttävät olevan yhteensopimattomia suhteellisuusteorian kanssa. (OmnŁs, 1994, s. 403)
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Niin kutsuttu multiuniversumiteoria kaikkine mahdollisine variaatioineen keksittiin
pääasiassa ontologisena vastausyrityksenä Schrödingerin kissan tyyppisiin
kvanttimekaniikasta nouseviin outoihin ilmiöihin. Fysikaalisen teorian muotoon ajatuksen
puki ensimmäisen kerran Hugh Everett III väitöskirjassaan (Everett, 1957)23.  Tulkinnan
johtoajatus ilmenee hyvin seuraavasta lainauksesta:
... every quantum transition taking place on every star, in every galaxy, in every remote
corner of the universe is splitting our local world on earth into myriads of copies of
itself. Here is schizophrenia with a vengeance!
(De Witt, 1971, s. 178)
Eli jokaista mahdollista mittauksen tulosta kohtaan on oma maailmankaikkeutensa, ja
haarautuminen tapahtuisi, kun kvanttimekaniikka antaisi muitakin vaihtoehtoja
lopputulokselle kuin yhden. Tämän takia olisi todellakin olemassa monia (itse asiassa ääretön
määrä) rinnakkaisia maailmankaikkeuksia, koska jokainen tähtien ydinreaktio, atomien
säteilyn absorptio ja emissio, kemia ynnä muu ovat kvanttimekaanisia tapahtumia.
Radioaktiivisen ytimen hajoamiseen sovellettuna tämä teoria tuottaa tulokseksi, että toisissa
maailmankaikkeuksissa ydin on hajonnut ja toisissa ei. Teoria on pohjimmiltaan
deterministinen24 , mutta täsmälliset ennustukset ovat silti mahdottomia (tai ainakin erittäin
vaikeita) - ennusteet menevät pieleen suurimmassa osassa maailmankaikkeuksia. Muista
mahdollisista maailmoista on mahdotonta saada tarkkaa tietoa, sillä rinnakkaiset
maailmankaikkeudet eivät vuorovaikuta keskenään.25
3.3. Rinnakkaiset todellisuudet ja maailmankaikkeudet
3.3.1. Maailmankaikkeuksia jokaiseen makuun
23 Mainittakoon, että tämänsuuntaisia ajatuksia on esiintynyt scifissä ennen Everettiä, mutta hän puki
ajatuksen matemaattiseen kaapuun.
24 Mutta ei missään tapauksessa laplacelainen, sillä tarkastellaan vaikkapa yhtä haarautumisen tuloksena
syntynyttä maailmankaikkeutta: tämä maailmankaikkeus determinoi kaikki siitä haarautuvat
maailmankaikkeudet, mutta tulevaisuutta ei pystytä laskemaan/ennustamaan - saati sitten muita haaroja,
jotka erkanivat ennen tarkastelun kohteena olevaa maailmankaikkeutta.
25 Deutschin mukaan maailmankaikkeudet interferoivat keskenään. Aiheesta enemmän liitteessä 3A.
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Multiuniversumiteoriasta on erilaisia versioita, sillä alkuperäisestä ideasta on sanottu, että se
on taloudellinen postulaattien, mutta kallis maailmankaikkeuksien suhteen.
Maailmankaikkeuksiin on yritetty soveltaa ekonomiaa esimerkiksi ajatuksella, että on vain yksi
maailmankaikkeus, mutta se sisältää monta rinnakkaista tarinaa: historiaa (Lockwood,
1989). Esimerkki rinnakkaisesta tarinasta voisi olla se, että Saksa voittikin toisen
maailmansodan tai jalkapallon EM-kisat vuonna 2000. Ilmeisestikään nämä historiat eivät
vuorovaikuta keskenään, sillä äsken mainitun kaltaisia tarinoita esiintyy vain scifissä. On
myös esitetty ajatus, että haarautumisprosessissa syntyy useita maailmankaikkeuksia, mutta
kaikki muut paitsi yksi niistä tuhoutuvat (Healy, 1984).
Kissa ei missään tapauksessa ole hämärtynyt osittain eläväksi ja osittain kuolleeksi, vaan se
on täysin elävä joissain maailmankaikkeuksissa ja täysin kuollut toisissa. Emme vain voi
sanoa, missä maailmankaikkeuksissa, koska nämä maailmankaikkeudet eivät vuorovaikuta
keskenään.
 - Muutama ajatus.
Ammu vain.
 - Ensinnäkin filosofinen kysymys: oletko tyytyväinen elämääsi?
Tarkoitat mitä?
 - Voisivatko asiasi olla paremminkin, haluaisitko olla onnellisempi?
Tietysti.
 - No, miksi sitten et tee itsemurhaa?
Höh?
 - Koska, jos uskot multiuniversumiteoriaan, sinusta on paljon erilaisia kopioita olemassa
3.3.2. Vastaus kissalle
3.3.3. Parturissa 1300-luvun tapaan
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erilaisissa maailmankaikkeuksissa. Ajatellaan vaikka seuraavaa: lottoat kaikissa mahdollisissa
maailmankaikkeuksissa ja seuraat sitten arvontaa pistoolin piippu ohimolla. Joissain
maailmankaikkeuksissa voitat pääpotin, mutta niissä, joissa et, vedät liipaisimesta, ja jäljelle
jäävät sinua ajatellen vain ne maailmankaikkeudet, joissa taloudellinen tilanteesi on
kohentunut huomattavasti. Tällä menetelmällä, mikäli multiuniversumiteoria pitää
paikkansa, voisi maksimoida onnensa: kun tulee pienikin vastoinkäyminen, niin lakkauttaa
vain sen haaran omalta osaltaan.
Tuo oli asiatonta.
 - Aivan. Mutta entä seuraava?
 - Katso taskukelloani; sen sisällä on demoni.
Demoni?
 - Aivan.
Mistä tiedät, että sen sisällä on demoni? Oletko nähnyt sen?
 - En.
Oletko havainnut sitä millään muulla tavoin: oletko kuullut sen puhuvan, onko se
vaikuttanut kellon kulkuun tai muuta sellaista?
 - Ei.
No, mistä sitten tiedät? Lisääkö se kellon massaa? Vuorovaikuttaako se minkään kanssa?
 - Ei, mutta taskukelloni sisällä on demoni.
Järjetöntä, todista!
 - En voi, mutta ymmärsitkö pointtini?
Väännä rautalangasta.
 - On normaalia nähdä ontologisia painajaisia monista maailmankaikkeuksista vielä 12-
vuotiaana (niin kävi minullekin luettuani Hawkingin Ajan lyhyen historian, sillä mieleen
juolahti ajatus entä jos...), mutta tästä painajaisesta herättää loistavasti tieteellisten
teorioiden parturina tunnettu Occam.26  Occamilla oli kaksi periaatetta: Ensinnäkin
eksistenssiväitteen esittäjällä on todistustaakka. Toiseksi on turha olettaa mitään sellaista,
26 William Occamilainen oli 1300-luvulla elänyt munkki, ja hänen partaveitsensä käyttö on tärkeä osa tiedettä.
Lisätietoja vaikkapa Stumpf, 1989, s. 198-199.
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millä ei ole mitään vaikutusta tai seurauksia - eli tieteellisesti ajateltuna: sellaista ei ole, mikä
ei vuorovaikuta minkään kanssa. Eli Occam olisi partaveistään heiluttaen poistanut demonin
kellostani.
Mutta kellon demoni ja rinnakkaiset maailmankaikkeudet ovat eri asia!
 - Ovatko?
Muutakaan selitystä kvanttimekaniikalle ei ole!
 - Koska muutakaan selitystä ei ole on huono lähtökohta tieteen tekemiselle, koska tätä
ajatusta käyttäen voidaan mystiikka sekä jumalat ja demonit ujuttaa vaikka minne.
Enemmänkin: tieteessä etsitään selityksiä, joilla on havaittavia efektejä (tai muuten voisin
kirjoittaa gradun taskukellossani asuvasta lemmikkidemonistani) - ja näitä teorian antamia
tuloksia verrataan maailmankaikkeuteen. Jos ne eivät ole yhtenevät, teoria on väärässä ja se
on hylättävä tai sitä on muutettava. Teoria, jota ei voi verifioida27  tai falsifioida, ei ole
tieteellinen teoria.28
27 Popper puhuu korroboroimisesta, sillä hänen mielestään tieteellistä teoriaa ei voi koskaan osoittaa oikeaksi,
vaan teoria voi vain saada tukea tai vahvistusta, jos maailmankaikkeudessa tapahtuu teorian ennustamia
asioita (Popper, 1995).
28 Aiheesta enemmän esimerkiksi Niiniluoto, 1980 ja 1983.
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Rinnakkaisten maailmankaikkeuksien interferenssin esimerkkinä Deutsch mainitsee
kaksoisrakokokeen: interferenssikuvio siis johtuisi siitä, että riittävän samanlaisissa
maailmankaikkeuksissa koetta tehtäessä klassisen kaltaiset hiukkaset tulisivat suunnilleen
samaa polkua pitkin kohti kaksoisrakoa. Tämän raon läheisyydessä hiukkaset tuntisivat
muissa rinnakkaisissa maailmankaikkeuksissa olevat vastineensa ja törmäilisivät näihin
varjoihinsa, minkä tuloksena kaksoisraon taakse asetetulle varjostimelle ilmestyisi
asiaankuuluva interferenssikuvio. Interferenssikuvion tyhjät alueet johtuisivat siitä, että ne
paikat on tavallaan varattu rinnakkaisissa maailmankaikkeuksissa. ˜skeinen ajatuksenkulku
on helppo osoittaa kestämättömäksi: Ajatellaan, että asia olisikin niin kuin Deutsch väittää.
Miksi sitten maailmankaikkeudessamme ei ole sattunut tapausta, että interferenssikuvio olisi
tullut väärään paikkaan? Meidän olisi pitänyt joskus myös nähdä koetta tehtäessä tapaus,
jossa meidän maailmankaikkeutemme kaksoisrakoon ammutut hiukkaset olisivat jonkin toisen
maailmankaikkeuden varjohiukkasia, jolloin interferenssikuvion maksimit voisivat vaikka olla
tavanomaisen kvanttimekaniikan ennustamalla tyhjällä alueella. En tiedä näin käyneen.
Deutsch vetoaa usein, että muutakaan selitystä ei ole. Ja tuleehan teorian mukana
kaupanpäällisinä joitain tahoja miellyttävä melko vahva determinismi. Ontologisesti ajatellen
multiuniversumiteoria on kehittyneempi kuin kööpenhaminalainen tulkinta aikanaan, mutta
kööpenhaminalainen selitys ei ole ainoa multiuniversumiteorian vaihtoehto. Selityksen tai
Tarkoituksen etsiminen ei saa tehdä sokeaksi tosiasioille. Lopuksi pari kuvaavaa lainausta
Deutschin kirjasta Todellisuuden rakenne: Multiversumin teorian hedelmällisyys pitkään
eläneiden filosofisten ongelmien [kuten graduni aiheena olevan Schrödingerin kissan]
ratkaisussa on niin merkittävä, että tämä maailmankuva kannattaisi omaksua, vaikkei sillä
olisi minkäänlaisia fysikaalisia todisteita. (Deutsch, 1997, s. 310) ja
... [multiuniversumiteorian] synnyttämä maailmankuva ei ole pessimistinen, vaan se on
perusteiltaan optimistinen ja se asettaa ihmismielen fysikaalisen maailmankaikkeuden
keskipisteeseen sekä selityksen ja ymmärtämisen ihmisen olemassaolon keskipisteeseen.
(Deutsch, 1997, s. 312)
Liite 3A: Interferenssistä multiuniversumissa
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Ja mikä muka on parempi selitys?
 - Muistatko kissaan liittyen sanomattoman premissin e)?
Muistan.
 - Heitetään sillä vesilintua. Oikeasti kvanttimekaniikassa ei ole olemassa eristettyjä
systeemejä.
Mutta eikö tehtävänannossa oletettu, että systeemi on eristetty?
 - Ei. Teräskammio ei ole riittävä eriste.
Entä jos oletetaan, että se on riittävä eriste?
 - Silloin sen teräskammion massa riittää mustan aukon muodostamiseen: vuorovaikutukset
muiden objektien kanssa voidaan poistaa vain estämällä kaikki mahdolliset vuorovaikutukset,
sillä kvantittuneet kentätkin ovat kaikkialla läsnä. Toinen mahdollisuus on, että kissa
laatikkoineen ja helvetinkoneineen olisi toisessa maailmankaikkeudessa, tai ainakin tämän
maailmankaikkeuden ulkopuolella. Tällöin on aivan sama, onko kissa elossa tai kuollut
(nimittäin meille omassa maailmankaikkeudessamme), ja kissan tilasta voisi sanoa vain sen,
mitä sen aaltofunktion aikakehitys kertoo, olettaen että se preparoitiin johonkin tilaan ja sen
jälkeen heitettiin ulos maailmankaikkeudestamme. Me emme periaatteessakaan olisi tämän
jälkeen kykeneviä suorittamaan kissaan elämän asteeseen liittyvää mittausta. Kissa puolestaan
olisi omassa maailmankaikkeudessaan täysin tietoinen siitä, onko se elossa vai kuollut. Pointti
on se, että kvanttimekaniikkahan ei ole lokaalista - maailmankaikkeuden sisällä ei ole
eristettyjä systeemejä.
Selvä. Mutta mitä ei-eristetystä systeemistä seuraa?
4. Mestariyhtälö
ja kissa
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 - Se onkin mielenkiintoista: katsohan. Kvanttimekaanisen systeemin kuvaamiseen voidaan
käyttää tilojen sijasta tiheysmatriisia
(4.1.) ψψ=ρ
ja tiheysmatriisille voidaan johtaa liikeyhtälö, joka koko systeemin tapauksessa on
(4.2.) ( ) [ ]H,HH ρ=ψψ+ψψ−=ψ∂ψ+ψψ∂=ρ∂
hhh
LLL
WWW
,
mikä saadaan sijoittamalla ρ∂
W
:n lausekkeeseen Schrödingerin yhtälö
(4.3.) ψ∂=ψ
W
LhH
ja sen konjugaattiyhtälö. Tätä näin saatua tiheysoperaattorin liikeyhtälöä kutsutaan von
Neumannin - Schrödingerin yhtälöksi. Koska olemme kiinnostuneita alisysteemin - eli kissan
- käyttäytymisestä, redusoidaan tiheysmatriisia
(4.4.)
LNNHXVPDDLOPDQND\PSlULVW|NLVVD
ρ=ρ Tr
- eli jäljitetään kiinnostuksen kohteen kannalta turhien vapausasteiden yli - ja ratkaistaan
redusoidun tiheysoperaattorin liikeyhtälö
(4.5.)
NLVVDNLVVD
ρ=ρ L& ,29
eli niin sanottu mestariyhtälö. Tiettyjen yksinkertaistusten jälkeen käteen jää yhtälö, joka
kuvaa kissan kuulumisia tiheysmatriisin paikkaesityksessä riittävän hyvin:
(4.6.) [ ]
NLVVDNLVVDNLVVDNLVVD
TT
P7
TT
TT
L ρ−γ−ρ



∂
∂
−
∂
∂
−γ−ρ=ρ 22 )’(
2
’
)’(H,
hh
& .
Hatusta vedetty yhtälö.
 - Eikä.
29 L on Liouvillen operaattori, joka sisältää tarvittavat tiedot redusoidun tiheysoperaattorin aikakehityksestä, eli
myös sen, kuinka vähemmän kiinnostava ympäristö vaikuttaa tarkkailun kohteeseen.
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 - Katsohan. Fyysikot yleensä pitävät yksinkertaistuksien tekemisestä, joten: Oletetaan
pistemäinen kissa. Ja oletetaan, että kissan koko ympäristö voidaan kuvata yksinkertaisella
lämpökylvyllä. Hyvä. Tämän osaamme ratkaista - yksinkertaisin malli hiukkasen (kissan) ja
ympäristön vuorovaikutukselle: hiukkasta kuvaa kvanttimekaaninen harmoninen oskillaattori
ja ympäristöä lämpökylpy, jota mallinnetaan vapaalla skalaarikentällä n. 30  Tarkoituksena on
johtaa tiheysoperaattorin liikeyhtälö ja sen perusteella tutkia systeemin aikakehitystä. Johto
perustuu W. Unruhin ja W. Zurekin artikkeliin Reduction of a wave packet in quantum
Brownian motion (Physical Review D, volume 40, page 1071, 15 August 1989).
Yksinkertaistetaan tilannetta rajoittumalla yhteen ulottuvuuteen. Massattoman
skalaarikentän n Lagrangen funktio on tällöin31
(4.7.) ( ) G[
[∫  ϕ∂−ϕ=ϕ 2221L &
ja harmoniselle oskillaattorille tietysti pätee
(4.8.) ( ) G[[TTP
+2
)(
2
1L 220
2 δΩ−= ∫ & ,
missä x on fysikaalinen avaruus - eli se, jossa kenttä n vaikuttaa. q-koordinaatti voidaan
tulkita vaikkapa harmonisen oskillaatorin sisäiseksi vapausasteeksi. Kentän ja oskillaattorin
välistä vuorovaikutusta voidaan kuvata tekijällä
(4.9.) ( ) G[[T
99 ∫ δϕε−= )(L & ,
eli vuorovaikutus tapahtuu kohdassa x=0 - siis samassa pisteessä, jossa hiukkanen on
tuomittu pysymään. g kuvaa hiukkasen ja lämpökylvyn välisen vuorovaikutuksen
voimakkuutta.32  Koko systeemin Lagrangen funktio saadaan laskemalla edelliset yhteen, eli
(4.10.) ( ) ( )[ ]G[[TTTP
[∫ δϕε−Ω−+ϕ∂−ϕ= )()()(L 2202212221 &&& .
Siispä systeemin vaikutus on
4.1. Malli ja liikeyhtälöt
30 Toinen mahdollisuus olisi kuvata lämpökylpyä suurella ensemblellä toistensa kanssa vuorovaikuttamattomia
harmonisia oskillaattoreja (katso artikkelin Unruh ja Zurek 1989 viitteet 1-15).
31 Katso Chaichian, 1984, s. 14. Yleisesti massalliselle skalaarikentälle pätee: ( ) [GP∫ φ−φ∂φ∂= µµφ 222121L .
32 On myös mahdollista tutkia ei-ohmista ympäristöä, siis tapausta, kun g on ajan funktio. Tällöinkin
mestariyhtälön johto onnistuu ja tässä esitetty menetelmä on vain erikoistapaus laajemmasta
kokonaisuudesta. Yleisempää mestariyhtälöä kaipaavan kannattaa tutustua artikkeliin Hu et al., 1992.
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(4.11.) ( ) ( )[ ]GWG[[TTT
[∫ δϕε−Ω−+ϕ∂−ϕ= )()()(I 2202212221 &&& .
Nyt liikeyhtälöiden sorvaaminen onkin yksinkertaista: varioidaan vaikutusta, ja pienimmän
vaikutuksen periaatteen perusteella:
(4.12.) 0I =δ
(4.13.) 0LL =
∂
∂
−



∂
∂
⇒
νν XXGW
G
&
,
jonka johtaminen on oppikirjamateriaalia.33  Tästä sitten saadaan liikeyhtälöt:
Harmoniselle oskillaattorille
(4.14.) ϕε−=Ω+ &&& )( 20TTP ,
missä 0Ω  on vaimentamattoman oskillaattorin taajuus. Tämähän on Heisenbergin kuvassa
harmonisen oskillaattorin kehitystä (pakkovoiman alaisena=lämpökylpy) kuvaava yhtälö.
Lämpökylpy puolestaan toteuttaa yhtälön
(4.15.) )(2 [T
[
δε=ϕ∂−ϕ &&& ,
kun käytetään yksikköjärjestelmää, jossa valonnopeus c=1.
Seuraavaksi yksinkertaistetaan hieman muuttujanvaihdolla:
(4.16a.)



=
ε
=ε
PTT
P
’
’
(4.16b.)
ja valitaan m=1, jonka jälkeen korvataan pilkulliset pilkuttomilla muuttujilla.
Liikeyhtälöistämme on tullut seuraavanlaisia:
(4.17a.)



δε=ϕ∂−ϕ
ϕε−=Ω+
⇒
)(2
2
0
[T
TT
[
&&&
&&&
(4.17b.)        .
33 Katso Keskinen, 1996, s. 40-41.
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Lähdetään liikkeelle kenttää kuvaavasta yhtälöstä (4.17b.). Voidaan osoittaa, että sen
ratkaisu on (katso liite 4A):
(4.18.) [ ])()()()(210 [[WT[[WT −Θ++Θ−ε+ϕ=ϕ ,
missä 0ϕ  toteuttaa yhtälön (4.17b.) ilman häiriötermiä, eli
(4.19.) 00
2
0 =ϕ∂−ϕ [&& .
Ratkaisussa (4.18.) huomionarvoisaa on se, että häiriön vaikutus rajoittuu valokartioon, eli
[W ≤ . Tämän jälkeen sijoitetaan ratkaisu yhtälöön (4.17a.) huomiolla, että
(4.20.) T&&& ε+ϕ=ϕ 210 ,
ja seurauksena saadaan
(4.21.) 0
2
0
2
2
1 ϕε−=Ω+ε+ &&&& TTT ,
mitä voidaan pitää yleistettynä Langevinin yhtälönä q-koordinaatille. Selvästikin se on toisen
kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen epähomogeeninen differentiaaliyhtälö - eli
pakkovoiman ahdistelema vaimennettu harmoninen oskillaattori. Tämä on sinällään hyvä
asia, koska sille löytyy ratkaisureseptejä. Mainittakoon vielä, että taannehtiva vaikutus
yhtälössä (4.18.) johtaa vaimennukseen 22
1 ε  eikä vahvistumiseen (vastakkaisella merkillä).
Otetaan käyttöön merkinnät
(4.22a.) 24
1 ε=γ ,
mikä on vaimennustekijä, ja
(4.22b.) 220 γ−Ω=Ω ,
mikä on vaimennetun oskillaattorin kulmataajuus34 , jolloin yhtälömme muotoutuu
seuraavanlaiseksi:
(4.23.) 0
2
02 ϕε−=Ω+γ+ &&&& TTT .
4.2. Ratkaiseminen
34 Mainittakoon, että harmoninen oskillaattori on alivaimennettu, kun S on reaalinen, ja ylivaimennettu S:n
ollessa imaginaarinen sillä edellytyksellä että 0Ω  on reaalinen. Jos taas 00 =Ω , hiukkanen on vapaa, ja
imaginaarisen 0Ω :n tapauksessa se liikkuu ylösalaisin käännetyssä harmonisen oskillaattorin potentiaalissa.
Jos haluaa, kaikki nämä tapaukset voi saada ratkaistua oheisella menetelmällä, kunhan muistaa
imaginaarisen S:n tapauksessa vaihtaa trigonometrisista hyperbolisiin funktioihin.
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Tämän jälkeen voidaan ratkaisu katsoa hyvillä mielin jostain oppikirjasta (vaikkapa Serimaa,
1992, s. 271-274) käyttämällä alkuehtoja
(4.24a.)
00
00
0
)(
)(
0
SWT
TWT
W
=
=
=
&
(4.24b.)
(4.24c.)        .
Siis
(4.25.) ∫ ϕ−Ω−Ωγ++Ω= −γ−Ωεγ−Ω W WWW GWWHWWHWTSWTT
0
0
)’(
00
1
0 ’)]’()’([sin]sin)(cos[ & ,
joten
(4.26.)
∫ ϕ−Ω−ΩΩ+γ+−Ω== −γ−Ωεγ−Ωγ W WWGWGW GWWHWWHWTTSWSTS
0
0
)’(
0000 ’)]’()’([sin}sin])([cos{ && .
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Huomionarvoisaa on, että edellä esitetyt laskut pätevät niin klassisessa kuin
kvanttimekaanisessakin tapauksessa, koska yhtälöt ovat lineaarisia. Siirtymisen
kvanttimekaniikkaan voi nyt tehdä siten, että ajatellaan p, q ja ϕ  operaattoreina. Selvyyden
vuoksi merkitään paikka- ja impulssioperaattoreita isoilla kirjaimilla: Q ja P.
Tietystikin koko systeemin - siis oskillaattorin ja kentän - tila voidaan yleisesti kuvata
käyttämällä tiheysmatriisia 
2.
ρ . Koska tarkoitus on tutkia ympäristön vaikutusta
pistemäiseen kissaan (=hiukkanen=harmoninen oskillaattori), redusoimme tiheysmatriisin
laskemalla kentän vapausasteet pois, jotta harmonisen oskillaattorin aikakehitys tulisi
näkyviin:
(4.27.) ( )
2..2
ρ=ρ≡ρ Tr .
Aluksi kannattaa siirtyä tavallisesta )’,( TT -esityksestä )’~,~( TT -esitykseen, missä T~  on
diagonaalin suuntainen koordinaatti ja ’~T  etäisyys diagonaalista. Tämä uusi esitys on myös
paikkaesitys. Uuteen esitykseen siirtyminen tapahtuu muunnoksilla
(4.28a.) ’~~ 2
1 TTT +=
(4.28b.) ’~~’ 2
1 TTT −= ,
joten käänteismuunnokset ovat
(4.29a.) )’(~ 21 TTT +=
(4.29b.) ’’~ TTT −= .
Seuraavaksi Fourier-muunnetaan saadun esityksen T~ -komponentti N
~
:ksi, joka siis mittaa
aaltoluvun diagonaalin suuntaisesti. Täten tiheysmatriisi tässä uudessa esityksessä on
(4.30.) ∫ −+ρ=ρ TGTTTTHTN TNL ~)’~~,’~~()’~,~( 2121~~ .
Syy tähän uuteen esitykseen siirtymiseen on puhtaasti laskutekninen.
Siirto-operaattorin ’
~P2
1
TLH  avulla voidaan tiheysmatriisi integraalin sisällä vääntää
operaattoriksi:
4.3. Kvanttimekaniikkaan
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(4.31.) ( )’~P’~P2121 2121)~(QTr)’~~,’~~( TLTL HHTTTTT ρ−δ=−+ρ .
Kun tämä sijoitetaan kaavaan (4.30.), saadaan
(4.32.) ( ) ( )∫ ρ=ρ−δ=ρ ’~P’~PQ~’~P’~P~~ 21212121 Tr~)~(QTr)’~,~( TLTLNLTLTLTNL HHHTGHHTHTN ,
ja jäljen syklisyyttä käyttäen päädytään
(4.33.) ( )ρ=ρ ’~PQ~Q~’~P 21212121Tr)’~,~( TLNLNLTL HHHHTN .
Nyt ottamalla huomioon, että [Q,P]=i  35, ja muistelemalla, kuinka yhdistellään eksponentissa
olevia operaattoreita36, päädytään tulokseen
(4.34.) ( )ρ=ρ + P)’~Q~(Tr)’~,~( TNLHTN .
Heisenbergin kuvan käyttäminen osoittautuu nyt hyödylliseksi, sillä tällöin tiheysoperaattori
säilyy vakiona, kun taas P- ja Q-operaattorit ovat ajan funktioita. Niiden aikariippuvuus on
ilmaistu kaavojen (4.25.) ja (4.26.) avulla. Lisäksi voidaan hyödyntää oletusta, että alussa
(kun t=0) kentän ja hiukkasen tiheysmatriisien välillä ei ole korrelaatioita eli alun
tiheysmatriisi voidaan ilmaista
(4.35.) 000
.2.
ρρ=ρ ,
missä
(4.36.) 00
2
ρ≡ρ .
Tällöin
(4.37.) ( W
2.
HW43W4NLTN γ−Ω Ωγ++Ωρ=ρ ]sin)(cos{[
~
exp{Tr)’~,~( 00100
}’)]’()’([sin
0
0
)’(∫ ϕ−Ω− −γ−Ωε
W
WW GWWHWW &
WHW443W3TL γ−Ω
γ ΩΩ+γ+−Ω+ }sin])([cos{{’~ 0000
)}}’)]’()’([sin
0
0
)’(∫ ϕ−Ω− −γ−Ωε
W
WW
GW
G GWWHWW &
(4.38.) 



ρ=
γ−γ− Ω
Ω
γ+
+Ω+Ω
Ω
Ω+γ
−Ω
Ω
γ
−Ω ])sincos(~)sinsincos(’~[0
00
00
22
00
Tr
WW
HW
43
W4NHW4W3W3TL
H







 ∫
ρ×
ϕ−Ω
Ω
ε


+− −γ−
W
WW
GWWHWWN
GW
G
TL
..
H 0
0
)’(
’)’()]’(sin[~’~
0Tr
&
.
35 Tietysti yksikköjärjestelmässä, missä 1=h .
36 ...B]])[A,[A,B]B],([[A,B][A,BABA 12
1
2
1 +++++
= HHH , kun ’~PA 21 TL=  ja Q
~B 2
1 NL=  (missä N
~
 ja ’~T  ovat vakioita),
ja koska ’~
~B][A, 41 TNL= , huomataan, että 
’
~
~Q)~P’~(BA 8
1
2
1
TNLNTL
HHH
++
= , kuten myös ’
~
~Q)~P’~(AB 8
1
2
1
TNLNTL
HHH
−+
= .
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Mestariyhtälöksi kutsutaan tiheysoperaattorin liikeyhtälöä
(4.39.) ρ=ρ L& ,
missä L on Liouvillen operaattori, joka sisältää hiukkasen aikakehityksen - mukaan luettuna
vuorovaikutuksen ympäristön kanssa. Yleensä L ei ole hermiittinen. Nyt siis täytyisi löytää
L:lle jonkinlainen esitys. Koska
(4.40.)
)’~,~(
)’~,~(L
TN
TN
ρ
ρ
=
&
,
tarvitsemme tiheysmatriisin )’~,~( TNρ  aikaderivaatan. Koska tiheysmatriisi on muotoa
( )P)’~Q~(0Tr)’~,~( TNLHTN +ρ=ρ , sovellamme operaattorin aikaderivaatan laskemiseksi kaavaa
(4.41.) ∫ λ= λ−λ1
0
)A()1()A(
)A(
A GHH
GW
GH
WW
W
& ,
jonka perustelut löytyvät liitteestä 4B.
Tässä tapauksessa todetaan, että
(4.42.) P)’~Q~(A TNL += ,
jolloin
(4.43.) 


 λ+ρ=ρ ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(P)’~Q~(0 )]P’~Q~([Tr GHTNLH TNLTNL &&& .
Nyt käyttämällä hyödyksi tosiasioita QP &=  ja QP &&& = , ja penkomalla Q:n toiselle
aikaderivaatalle muoto yhtälöstä (4.21.), eli
(4.44.) 0
2
0
2
2
1 QQQ ϕε−Ω−ε−= &&&& ,
päädytään tulokseen
(4.45.) 


 λϕε−ε−Ω−+ρ=ρ ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(
0
2
2
12
0
P)’~Q~(0 )]PQ(’~P~[Tr GHTNLH TNLTNL && ,
mihin voi soveltaa operaattorin aikaderivaatan kaavaa (4.41.) kääntäen, mistä seuraa
(4.46.) 
 λε−Ω−+ρ=ρ ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(2
2
12
0
P)’~Q~(0 P)]Q(’~P~[Tr GHTNLH TNLTNL&

λϕερ− ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(
0
P)’~Q~(0
’
~ GHTLH TNLTNL & .
Huomaamalla itsestäänselvyydet
(4.47a.) P’~
’
~
P T
T∂
∂
=
(4.47b.) Q~
~
Q N
N∂
∂
=
4.4. Mestariyhtälön johtaminen
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saadaan aikaan
(4.48.) 



λ
∂
∂ρ=ρ ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(P)’~Q~(0 P)’~
’
~
~(Tr GHT
T
NLH TNLTNL&



 λ
∂
∂Ω−ρ+ ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(2
0
P)’~Q~(0 Q)~
~
’
~(Tr GHN
N
TLH TNLTNL




λ
∂
∂
ε−ρ+ ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(2
2
1P)’~Q~(0 P)’~
’
~
’
~(Tr GHT
T
TLH TNLTNL



 λϕερ− ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(
0
P)’~Q~(0
’
~Tr GHHTL TNLTNL & ,
mistä nähdään, että
(4.49.) 


∂
∂Ωρ−



∂
∂ρ=ρ ++ P)’~Q
~(2
0
0P)’~Q~(0
’
~Tr
’
~
~Tr TNLTNL H
N
TH
T
N&



 λϕρε−



∂
∂
ερ− ∫ +λ−+λ+ 1
0
P)’~Q~)(1(
0
P)’~Q~(0P)’~Q~(
2
10 Tr’~
’
~
’
~Tr GHHTLH
T
T TNLTNLTNL & ,
minkä puolestaan voi kirjoittaa muotoon
(4.50.) )’~,~(
’
~2
’
~
~
’
~
’
~
~
2
2
0 TN
T
T
N
T
T
N ρ


∂
∂ε
−
∂
∂Ω−
∂
∂
=ρ&



 λϕρε− ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(
0
P)’~Q~(0Tr’~ GHHTL TNLTNL & .
Nyt ongelmana on muokata jäljellä oleva integraali parempaan muotoon:
(4.51.) 


 λϕρε−= ∫ +λ−+λ1
0
P)’~Q~)(1(
0
P)’~Q~(0Tr’~)D( GHHTLW TNLTNL & .
Koska mukana on kentästä riippuvia osia, ne täytyy ottaa huomioon jälkeä laskettaessa. Ei
niin yllättäen - kannattaa erottaa kentästä riippumattomat osat. Aloitetaan laskemalla
(4.52.) WHW43W4NTN γ−Ωγ++Ω=+ ]sin)(cos[~P’~Q~ 000
WHW443W3T γ−Ω
γ ΩΩ+γ+−Ω+ }sin])([cos{’~ 0000
∫ ϕ−ΩΩε +− −γ−
W
WW GWHWWN
GW
G
T
0
0
)’(
’)’(sin~’~ &
ja todetaan, että
(4.53.) WHW43W4N43TN γ−Ωγ++Ω= ]sin)(cos[~),,’~,~S( 00000
WHW443W3T γ−Ω
γ ΩΩ+γ+−Ω+ }sin])([cos{’~ 0000 .
Nyt D(t) siis on
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(4.54.) ( )),,’~,~S(0 00Tr’~)D( 43TNLHTLW ρε−=








λ
∫
ϕ
∫
ρ× ∫ ϕ−ΩΩ
ε


+λ−−ϕ−Ω
Ω
ε


+λ− −γ−−γ−1
0
’)’(sin’~~)1(
0
’)’(sin’~~
0 0
0
)’(
0
0
)’(
Tr GHH
W
WW
W
WW
GWHWW
GW
G
TNLGWHWW
GW
G
TNL
.
&&
& ,
ja kaavassa (4.34.) ilmenevä tiheysoperaattori voidaan ilmaista seuraavalla tavalla:
(4.55.) ( ) 



ρρ=ρ
∫ ϕ−γ−−Ω
Ω
ε


+−
W
GW
WW
HWW
GW
G
TNL
HHTN
.
43TNL6
0
’0
)’()’(sin’~~
00 0),,’~,
~(0 TrTr)’~,~(
&
.
Käyttäen oletusta, että 0ρ :n ja 0
.
ρ :n välillä ei ole korrelaatioita, päädytään D(t):n osalta
tulokseen
(4.56.) =)D(W
0
)(’)’()’(sin’~~
0 0
00
)’(
lnTr)’~,~(’~
=α




ϕα+ϕ−Ω


Ω
ε
−


+













 ∫
ρ
α∂
∂
−ερ−
−γ−
W
WW
WGWWHWW
GW
G
TNL
.
HLTNTL
&&
,
jolle perusteluja voi etsiä liitteestä 4C. Seuraavaksi tarvitsemme kaavaa
(4.57.) ( ) [ ]200210 )(OTrO0Tr ϕρ−ϕ =ρ .HH L
.
,
joka pätee kaikille lineaarisille operaattoreille O ja gaussisille tiheysmatriiseille 0
.
ρ (Unruh ja
Zurek, 1989, kaava 3.12, tai Unruh, 1995, kaava 15). Sovellamme:
(4.58.) ∫ ϕα+ϕ−ΩΩε +−=ϕ −γ−
W
WW WGWWHWW
GW
G
TN
0
0
)’(
0 )(’)’()’(sin’~
~O && .
Tämä toimii, koska käsiteltävänä olevassa tapauksessa voi aina olettaa kentän joko
termalisoituneen tai olevan perustilassa (vakuumi), tai sitten kentällä on gaussinen
tiheysmatriisi.
Nyt
(4.59.) ( )
0
O0 0lnTr)’~,~(’~)D(
=α
ϕρ


α∂
∂
−ερ−= L
.
HLTNTLW
( )[ ]
0
OTr
2
1 2
0
0
ln)’~,~(’~
=α
ϕρ−


α∂
∂
−ερ−= .HLTNTL
( )[ ] ( )
0
2
0
0
0
2
0
0 OTr)’~,~(’~
2
1OTr)’~,~(’~
2
1
=α=α


 ϕ
α∂
∂ρερ=ϕρ
α∂
∂
ερ=
..
TNTTNT
(4.60.) ( )( )
0
00
0 OOTr)’~,~(’~
2
1
=α


 ϕϕ
α∂
∂ρερ=
.
TNT .
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Ja koska
(4.61.) ( )( ) =ϕϕ
α∂
∂
=α 0
00 OO



ϕα+ϕ−Ω
Ω
ε


+−
α∂
∂ ∫ −γ−W WW WGWWHWWGWGTN 0 0
)’( )(’)’()’(sin’~~ &&
00
0
)’( )(’)’()’(sin’~~
=α
−γ− 


ϕα+ϕ−Ω
Ω
ε


+−× ∫W WW WGWWHWWGWGTN &&
(4.62.)
0
2
0
)’(
’)’()’(sin’~~
=α
−γ− 



ϕ−Ω
Ω
ε


+−
α∂
∂
= ∫W WW GWWHWWGWGTN &
0
0
0
)’( )(’)’()’(sin’~~
=α
−γ− ϕα


ϕ−Ω
Ω
ε


+
α∂
∂
− ∫ WGWWHWWGWGTN
W
WW &&
0
2
0
2
00
)’(
0 )(’)’()’(sin’~
~)(
=α
=α
−γ− ϕα
α∂
∂
+ϕ−Ω
Ω
ε


+ϕα
α∂
∂
− ∫ WGWWHWWGWGTNW
W
WW &&&
(4.63.) )(’)’()’(sin’~~ 0
0
)’( WGWWHWW
GW
G
TN
W
WW ϕ


ϕ−Ω
Ω
ε


+−= ∫ −γ− &&
∫ ϕ−ΩΩε +ϕ− −γ−
W
WW GWWHWW
GW
G
TNW
0
)’(
0 ’)’()’(sin’~
~)( && ,
siispä
(4.64.) )’~,~(’
~
2
1)D(
2
TN
T
W ρ
Ω
ε
−=








ϕ


ϕ−Ω


+ρ×
+
−γ−∫ )(,’)’()’(sin’~~Tr 0
0
)’(0 WGWWHWW
GW
G
TN
W
WW
.
&& .
Koska37
(4.65.) ∫∫ ϕ−Ω=ϕ−Ω −γ−−γ− W WWW WW GWWHWWGWGGWWHWWGWG 0 )’(0 )’( ’)’()’(sin’)’()’(sin &&
∫ ∫ ϕ−Ωγ−ϕ−ΩΩ= −γ−−γ−W W WWWW GWWHWWGWWHWW
0 0
0
)’(
0
)’(
’)’()’(sin’)’()’(cos &&
37 Tunnetusti derivoitaessa sijoitusparametrin suhteen:
∫ ∫+−=
)(
)(
)(
)(
),()),(()(’)),(()(’),(
[E
[D
[E
[D
G\[\I
G[
G
[[DI[D[[EI[EG\[\I
G[
G
,
referenssiksi käy Honkonen, Perko ja Pitkänen, 1994, s. 55.
38
niin
(4.66.) =




ϕ


ϕ−Ω


+
+
−γ−∫ )(,’)’()’(sin’~~ 0
0
)’( WGWWHWW
GW
G
TN
W
WW &&
+ϕ−Ωϕ+ϕϕ−Ω ∫∫ −γ−−γ− W WWW WW GWWHWWWNWGWWHWWN
0
)’(
00
0
)’(
’)’()’(sin)(~)(’)’()’(sin~ &&&&
∫∫ ϕ−ΩΩϕ+ϕϕ−ΩΩ −γ−−γ− W WWW WW GWWHWWWTWGWWHWWT
0
0
)’(
00
0
0
)’(
’)’()’(cos)(’~)(’)’()’(cos’~ &&&&
∫∫ ϕ−Ωγϕ−ϕϕ−Ωγ− −γ−−γ− W WWW WW GWWHWWWTWGWWHWWT
0
0
)’(
00
0
0
)’(
’)’()’(sin)(’~)(’)’()’(sin’~ &&&& .
Elämää voi nyt helpottaa merkitsemällä ’WW −=τ  ja heittämällä )(0 Wϕ& :n integraalin sisälle.
Tällöin
(4.67.) =




ϕ


ϕ−Ω


+
+
−γ−∫ )(,’)’()’(sin~~ 0
0
)’( WGWWHWW
GW
G
TN
W
WW &&
’))’()()()’((sin~ 000
0
0 GWWWWWHN
W
ϕϕ+ϕϕτΩ∫ γτ− &&&&
∫ ϕϕ+ϕϕτΩΩ+ γτ−W GWWWWWHT
0
0000 ’))’()()()’((cos’~ &&&&
∫ ϕϕ+ϕϕτΩγ− γτ−W GWWWWWHT
0
0000 ’))’()()()’((sin’~ &&&&
(4.68.) ∫ ϕϕ+ϕϕτΩγ−= γτ−W GWWWWWHTN
0
0000 ’))’()()()’((sin)’~
~( &&&&
∫ ϕϕ+ϕϕτΩΩ+ γτ−W GWWWWWHT
0
0000 ’))’()()()’((cos’~ &&&& .
Nyt siis
(4.69.) )’~,~(’~
2
1)D( 2 TNTW ρε−=




ϕϕ+ϕϕτΩ
Ω
γ−ρ× ∫ γτ−W. GWWWWWHTN
0
0000
0
’))’()()()’((sin1)’~~(Tr &&&&




ϕϕ+ϕϕτΩ+ ∫ γτ−W GWWWWWHT
0
0000 ’))’()()()’((cos’~ &&&& ,
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ja koska jäljen ottaminen kentän vapausasteiden yli antaa38
(4.70.) ( ) )’()()()’())’()()()’((Tr 000000000 WWWWWWWW. ϕϕ+ϕϕ=ϕϕ+ϕϕρ &&&&&&&& ,
päädytään tulokseen
(4.71.) 

ϕϕ+ϕϕτΩ
Ω
γ−ρε−= ∫ γτ−W GWWWWWHTNTNTW
0
0000
2
’)’()()()’(sin1)’~~()’~,~(’~
2
1)D( &&&&


ϕϕ+ϕϕτΩ+ ∫ γτ−W GWWWWWHT
0
0000 ’)’()()()’(cos’~ &&&& .
Korrelaatiofunktio kvanttikohinalle on
(4.72.) ∫Γ ωωτ βωωpi=ϕϕ+ϕϕ 00000 )cos(2coth
1)’()()()’( GWWWW &&&& ,
mille löytynee perusteluja liitteestä 4D. On huomionarvoisaa, että mallin tuottama
kvanttikohina ei ole valkoista. Täten D(t) on muokkautunut muotoon (heitetään t:n yli
menevä integraali ω:n yli kulkevan sisälle, koska ei-yhteisessä osassa ei ole ω-riippuvuutta.
Vaihdetaan myös integrointimuuttujaa, koska ’’ GWGWW −=τ⇒−=τ , jonka tuottama
merkinvaihto kompensoidaan kääntämällä integrointirajat toisinpäin):
(4.73.) 

+ω
βω
τωτΩωτ
piΩ
γ−ρε−= ∫ ∫Γ γτ−
0 0
2
2
cothsincos’
~
~
)’~,~(
2
’
~)D(
W
GGH
TN
TNTW


ω
βω
τωτΩωτ
pi
∫ ∫Γ γτ−
0 0 2
cothcoscos’
~ W
GGH
T
.
Sijoittamalla saadut tulokset yhtälöön (4.50.) mestariyhtälö muokkautuu muotoon
(4.74.) )’~,~(
’
~2
’
~
~
’
~
’
~
~
2
2
0 TN
T
T
N
T
T
N ρ


∂
∂ε
−
∂
∂Ω−
∂
∂
=ρ&


ω
βω
τωτΩωτ
piΩ
γ−ρε− ∫ ∫Γ γτ−
0 0
2
2
cothsincos’
~
~
)’~,~(
2
’
~ W
GGH
TN
TN
T
∫ ∫Γ γτ− ωβωτωτΩωτ
pi
+
0 0 2
cothcoscos’
~ W
GGH
T
,
joka voidaan lausua lyhyemmin seuraavien merkintöjen avulla:
(4.75a.) ∫ ∫Γ γτ− ωβωτωτΩωτ
piΩ
=βΓ
0 0 2
cothsincos1),,(
W
GGHWI ,
(4.75b.) ∫ ∫Γ γτ− ωβωτωτΩωτ
pi
=βΓ
0 0 2
cothcoscos1),,(
W
GGHWJ ,
(4.75c.) IJWK γ−=βΓ ),,( .
38 Cronström, Montonen, 1996, s. 70.
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Siis:
(4.76.) )’~,~(),,(~’~2),,(’~2
’
~2
’
~
~
’
~
’
~
~ 2
2
2
0 TNWINTWKT
T
T
N
T
T
N ρ

 βΓγ−βΓγ+
∂
∂ε
−
∂
∂Ω−
∂
∂
=ρ& .
Hyvin hyvin hyvin mielenkiintoista. Huomaan, että kaavoja osaat pyöritellä, mutta mitä tuo
kaunis sotku tarkoittaa?
 - Sen selvittämiseen kulunee loput tästä opuksesta, mutta jostain täytyy aloittaa. Eli fysiikan
saa mestariyhtälöstä ulos helpoimmin siirtymällä takaisin paikkaesitykseen käyttämällä
identiteettejä:
(4.77a.) ’’~ TTT −= ,
(4.77b.) 



∂
∂
+
∂
∂
=



∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
=
∂
∂
=
’’
~~~
~
TT
L
TTTT
T
L
T
LN ,
(4.77c.) )’(
2
~
~
TT
L
TL
N
+−=−=
∂
∂
,
(4.77d.) 



∂
∂
−
∂
∂
=
∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
=
∂
∂
’2
1
’’
~
’
’
~
’
~ TTTT
T
TT
T
T
.
Tällöin mestariyhtälö muuttuu seuraavan näköiseksi:
(4.78.) ρ




−γ−



∂
∂
−
∂
∂
−γ−



−Ω−
∂
∂
−
∂
∂
=ρ KTT
TT
TTTT
TT
L 2222
02
2
2
2
)’(2
’
)’()’(
’2
&
ρ



∂
∂
+
∂
∂
−γ+ I
TT
TTL
’
)’(2 .
Tulos on hieman eri näköinen kuin Unruhin ja Zurekin paperissa. Eroavaisuuksista
tarkemmin liitteessä 4E. Yhtälöstä voi tunnistaa von Neumannin yhtälön (ensimmäinen
termi, jonka kerroin on i), vaimennustermin sekä kvanttidiffuusiotermin. Viimeinen termi
on korjaus, jonka tarpeellisuus on tutkittava erikseen.
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Takaperoinen todistus - lähdetään liikkeelle ratkaisusta (4.18.), jota ajan suhteen
derivoimalla saadaan:
(4A.1.) )]()()()([210 [[WT[[WT −Θ++Θ−ε+ϕ=ϕ &&&&
(4A.2.) )]()()()([210 [[WT[[WT −Θ++Θ−ε+ϕ=ϕ &&&&&&&& .
Muuttujan x suhteen derivoitaessa on hyvä muistaa seuraava asia deltafunktiosta (katso
Arfken, 1995, s. 85):
(4A.3a.) ∫ ∫ −=δ−=δ )0(’)()(’)(’)( IG[[[IG[[[I
(4A.3b.) 0)]()([ =δ∂⇒ ∫ G[[[I[ .
Siispä:
(4A.4.) =ϕ∂
[
)]()()()(’)()()()(’[210 [[WT[[WT[[WT[[WT[ −δ+−−Θ++δ−+Θ−−ε+ϕ∂
(4A.5.) =ϕ∂ 2
[
)]()(’)()(")()(’)()("[2102 [[WT[[WT[[WT[[WT[ −δ+−−Θ++δ−−Θ−ε+ϕ∂ .
Nyt lasketaan yhteen yhtälöt (4A.2.) ja (4A.5.):
(4A.6.) )]()()()([210202 [[WT[[WT[[ −Θ++Θ−ε+ϕ∂−ϕ=ϕ∂−ϕ &&&&&&&&
)]()(’)()(’)()(")()("[21 [[WT[[WT[[WT[[WT −δ+−δ−−−Θ++Θ−ε− .
Koska q:n argumentissa t ja x ovat yhtäläisessä asemassa,
(4A.7a.) )(")()(’)( [WT[WT[WT[WT −=−⇒−−=− &&&
(4A.7b.) )(")()(’)( [WT[WT[WT[WT +=+⇒+=+ &&& ,
saadaan tulokseksi
(4A.8.) )]()(’)()(’[212 [[WT[[WT[ −δ++δ−ε=ϕ∂−ϕ&& .
Ja koska molemmille tapauksille (4A.7a.) ja (4A.7b.) pätee
(4A.9.) )(’)( [T[T δ=δ& ,
päädytään tulokseen
(4A.10.) )(2 [T
[
δε=ϕ∂−ϕ &&& ,
joten se siitä.
Liite 4A: Todistus kaavalle 4.18.
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Piti todistaa, että
(4B.1.) ∫ λ= λ−λ1
0
)A()1()A(
)A(
A GHH
GW
GH
WW
W
& .
Tunnetusti
(4B.2.)
N
N
W
N
W
H 


+=
∞→
)A(1lim)A( ,
eli
(4B.3.)
N
N
W
N
W
GW
G
GW
GH 


+=
∞→
)A(1lim
)A(
4444 34444 21
&
4444 34444 21
&
NSONNSON
N N
W
N
W
N
W
N
W
N
W
N
W
N
W
21
)A(1...)A(1)(A)A(1)A(1...)A(1)(Alim
−−
∞→



+××


+


++


+××


+

=
4444 34444 21
&
444 3444 21
NSONNSO
N
W
N
W
N
W
N
W
N
W
32
)A(1...)A(1)(A)A(1)A(1
−



+××


+


+


++
N
W
N
W
N
W
NSON
)(A)A(1...)A(1...
1
&
4444 34444 21
−



+××


+++
3221 )A(1)(A)A(1)A(1)(A)A(1)A(1)(Alim
−−−
∞→



+


++

 


+


++


+=
NNN
N N
W
N
W
N
W
N
W
N
W
N
W
N
W
N
W &&&




++


+


+++
−−
N
W
N
W
N
W
N
W
N
W
NN )(A)A(1)A(1)(A)A(1...
12 &&
(4B.4.)
λ−−
−
=λ
λ
∞→



+


+= ∑
11
0
)A(1)(A)A(1lim
N
N
N N
W
N
W
N
W &
.
Ja koska kyseessä on ääretön summa, se voidaan korvata integraalilla:
(4B.5.) λ


+


+=
λ−−
−
λ
∞→ ∫ GNWNWNWGWGH
NN
N
W 11
0
)A( )A(1)(A)A(1lim
&
.
Tehdään muuttujanvaihto
(4B.6a.)
1
’
−
λ
=λ
N
,
jolloin
(4B.6b.)
1
’
−
λ
=λ
N
G
G ,
josta seuraa
(4B.7.) ’
1)A(1)(A)A(1lim
)1)(’1(1
0
)1(’)A(
λ−


+


+=
−λ−−λ
∞→ ∫ GNNNWWNWGWGH
NN
N
W
&
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(4B.8.) )(A)A(1lim)A(1lim
’1
0
1
W
N
W
N
W
N
N
N
&
λ
−
∞→∞→∫ 


 


+


+=
’
1lim)A(1lim)A(1lim
’11
λ−



 


+


+×
∞→
λ−
−
∞→∞→
G
N
N
N
W
N
W
NN
N
N
.
Kun tehdään muunnos λ→λ’  sekä lasketaan raja-arvot, saadaan
(4B.9.) ∫ λ= λ−λ1
0
)A()1()A(
)A(
)(A GHWH
GW
GH
WW
W
& ,
mikä pitikin tulla.
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Käytämme liitteen 4B tulosta (yleiselle derivoimisparametrille)
(4C.1.) ∫ λαα=α αλ−αλ
α 1
0
)A()1()A(
)A( )A(
GH
G
G
H
G
GH
takaperoisesti kaavaan
(4C.2.) ( )),,’~,~S(0 00Tr’~)D( 43TNLHTLW ρε−=








λ
∫
ϕ
∫
ρ× ∫ ϕ−ΩΩ
ε


+λ−−ϕ−Ω
Ω
ε


+λ− −γ−−γ−1
0
’)’(sin’~~)1(
0
’)’(sin’~~
0 0
0
)’(
0
0
)’(
Tr GHH
W
WW
W
WW
GWHWW
GW
G
TNLGWHWW
GW
G
TNL
.
&&
& .
Tällöin
(4C.3.) )()A( 0 WG
G ϕ=
α
α
& ,
eli
(4C.4.) ( ) 



α
ρρε−=
α
G
GH
HTLW
.
43TNL6
)A(
0),,’~,~(0 TrTr’~)D( 00 ,
missä
(4C.5.)
00
00
)’( )(’)’()’(sin’~~)A(
=α
−γ− 


ϕα+ϕ−Ω
Ω
ε


+−=α ∫W WW WGWWHWWGWGTNL && ,
joten
(4C.6.) ( )),,’~,~(0 00Tr’~)D( 43TNL6HTLW ρε−=
0
)(’)’()’(sin’~~
0 0
00
)’(
Tr
=α
∫ ϕα+ϕ−Ω
Ω
ε


+−




α
ρ×
−γ−W WW
WGWWHWW
GW
G
TNL
.
H
G
G &&
.
Koska eksponentteja voidaan manipuloida seuraavanlaisesti:
(4C.7.) YXYX HHH RUHLWDNRPPXWDDWW =++ ,
valitaan
(4C.8a.) ∫ ϕ−ΩΩ
ε


+−= −γ−
W
WW GWWHWW
GW
G
TNL
0
0
)’(
’)’()’(sin’~~X &
(4C.8b.) )(Y 0 Wϕα= & ,
ja aina voidaan kirjoittaa
(4C.9.) CXYX HHH =+ ,
missä C sisältää Y:n ja X:n sekä Y:n kommutaattoreista muodostuvan osan, josta tässä
yhteydessä ei tarvitse tietää mitään. Nyt
(4C.10.) ( )
0
CX0
0
YX0 TrTrTr
=α=α
+ 


α
ρ=


α
ρ H
G
G
HH
G
G
..
,
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joka selvästikin on
(4C.11.) ( ) ( ) ( ) 0
CX0YX0
YX0
TrTrTr
Tr
1
=α
+
+



α
ρρ
ρ
H
G
G
HH
H
..
.
( )
0
YX0lnTr
=α
+ρ
α∂
∂
= H
.
.
Siispä
(4C.12.) =)D(W
0
)(’)’()’(sin’~~
0 0
00
)’(
Trln)’~,~(’~
=α




ϕα+ϕ−Ω


Ω
ε
−


+













 ∫
ρ
α∂
∂
−ερ−
−γ−
W
WW
WGWWHWW
GW
G
TNL
.
HLTNTL
&&
,
mille siis löytyy käyttöä.
46
Lämpökylpy sisältää monta eri taajuuksista riippuvaa vapausastetta 
O
0ϕ , joista jokainen
toteuttaa yhtälön
(4D.1.) 00
2
0 =ϕ∂−ϕ
OO
[
&& ,
ja yhden vapausasteen Hamiltonin funktiohan on
(4D.2.) ( )( )G[
OO [O ∫ ϕ∂+ϕ= 202021H & .
Yhtälön (4D.1) yleinen ratkaisuhan on
(4D.3.) )cos()sin(0 [NW%[NW$ OOOOOO
O
−ω+−ω=ϕ ,
joten
(4D.4a.) )cos()cos(0 [NW%[NW$ OOOOOOOO
O
−ωω−−ωω=ϕ&
ja
(4D.4b.) )cos()cos(0 [NWN%[NWN$ OOOOOOOO[
O
−ω+−ω−=ϕ∂ ,
minkä takia siis
(4D.5.)
OO
N=ω .
Nyt voidaan kirjoittaa
(4D.6.) ( ) 2020 OO[ ϕ=ϕ∂ & ,
mitä käyttämällä Hamiltonin funktio (4D.2.) muokkautuu muotoon
(4D.7.) ∫ ϕ= G[OO 20H & ,
mikä puolestaan muistuttaakin vapaan hiukkasen Hamiltonin funktiota. Mietitään tapausta
(4D.8.) ( ) ( )2212212122122H +++ −−+ω=−ω−=== DDDDDDST hh& .
Tiheysmatriisi on diagonaalinen energiaesityksessä, eli
(4D.9.) QHQQQHQQQQHQQH
QDDDD 


+ωβ−


−−+ωβ−β−β−
===
++
2
1
2
1
2
1
2
1
HH
22
hh
,
joka näyttää pelottavan tutulta verrattuna harmoniseen oskillaattoriin. Tämä sinällään on
todella järkevää, koska lämpökylpyä voidaan kuvata myös ensemblellä harmonisia
oskillaattoreja.
Koska analogia on selvä, lasketaankin tuloksia harmoniselle oskillaattorille, jonka Hamiltonin
funktio siis on
(4D.10.) ( )22221H TT ω+= & .
Liite 4D: Kvanttikohinan korrelaatiofunktio
47
Nyt pitäisi laskea
(4D.11.) ( ))’()(Tr1)’()( H WTWTH
=
WTWT β−= ,
missä Z on tilasumma
(4D.12.)
ωβ= h21sinh2
1
=
(katso esimerkiksi liite 6A), ja harmonisen oskillaattorin tiheysoperaattori
(4D.13.) QHQH Q(β−β− =H ,
missä
(4D.14.) ( )21+ω=ω= Q( QQ hh
ovat harmonisen oskillaattorin energiatilat. Täten
(4D.15.) ( ))’()(Tr1)’()( WTRRWTQHQ
=
WTWT Q(β−=
(4D.16.) ( )( )QHTHRRHTHQH
=
WLWLWLWLQ hhhhh /’H/’H/H/H )0()0(Tr1 21 −+ωβ−=
(4D.17.) ( )( )∑∞ ωωω−ω+ωβ−=
RQ
WLWLWLWLQ QHTHRRHTHQH
=
QRRQ
,
/’/’// )0()0(1 21 hhhhhhhhh
(4D.18.) ( )( )∑∞ −ω−ω+ωβ−=
RQ
WWLQ QTRRTQHH
=
RQ
,
)’)(( )0()0(1 21h .
Koska
(4D.19.) ( )RDQRDQ
P
R
DD
P
QRTQ +
+
+
ω
=


 +
ω
=
22
)0( hh
( )1,1, 12 +− δ++δω= RQRQ RRPh ,
niin
(4D.20.) =)’()( WTWT
( ) ( )( )( )∑∞ +−+−−−ω+ωβ− δ++δδ++δ
ω RQ
QRQRRQRQ
WWRQLQ QQRRHH
=P ,
1,1,1,1,
)’)(( 11
2
2
1hh .
Indeksejä järjestelemällä päästään muotoon
(4D.21.) ( ) ( )∑∞ +−−−ωωβ−ωβ−  δ++δω= RQ QRQRWWRQL
Q
QQHH
=P
H
WTWT
,
2
1,1,
)’)((
2/
1
2
)’()( h
hh
(4D.22.) ( ) ( ) ( ) 


++
ω
= ∑∑ ∞ ωβ−−ω−∞ ωβ−−ω−−ω
ωβ−
Q
Q
WWL
Q
Q
WWLWWL HHHQHH
=P
H hh
hh )’()’()’(
2/
2
.
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Tästä päästään helposti eteenpäin hyödyntämällä summakaavoja
(4D.23.) 1,
1
1
<
−
=∑∞
Q
Q [NXQ
[
[
ja
(4D.24.) 1,
)1(
1))(1(
2
<
+
=−+∑∞
Q
Q [NXQ
[
[Q .
Nyt
(4D.25.) 



−
+
−
−ω
ω
=
ωβ−
−ω−
ωβ−
ωβ−ωβ−
hh
hhh
H
H
H
WWH
=P
H
WTWT
WWL
1
1
2)1(
)’(cos)’()(
)’(
2
2/
(4D.26.) 



−
+
−
−ω
ω
=
ωβ−ωβ
ωβ
−ω−
ωβωβ−
ωβωβ−
2/2/
2
)’(
22/2/
2
2/ sinh
2)(
)’(cossinh2
hh
h
hh
hh
h
HH
H
HH
WWH
P
WWL
(4D.27.) 



+
−
−ω
ω
=
−ω−
ωβ−ωβ
ωβ−
2
)’(cos )’(
2/2/
2/ WWLH
HH
WWH
P hh
hh
.
Ja koska eksponenttifunktio voidaan lausua trigonometristen funktioiden avulla
(4D.28.) )’(sin)’(cos))’(sin())’(cos()’( WWLWWWWLWWH WWL −ω−−ω=−ω−+−ω−=−ω− ,
päädytään tulokseen
(4D.29.) )’()( WTWT




−ω−
−
−
−ω+
−
−ω
ω
=
ωβ−ωβ
ωβ−ωβ
ωβ−ωβ
ωβ−
)’(sin)’(cos
2
1)’(cos
2/2/
2/2/
2/2/
2/
WWL
HH
HH
WW
HH
WWH
P hh
hh
hh
hh
( ))’(sin)’(coscoth
2 2
WWLWW
P
−ω−−ω
ω
=
ωβhh .
Nyt voidaankin laskea
(4D.30.) [ ] )’(coscoth)()’()’()()’(),( 2 WW
P
WTWTWTWTWTWT −ω
ω
=+= ωβ+
hh ,
joten
(4D.31.) [ ] [ ] )’(coscoth)’(),()’(),( 2’ WW
P
WTWTWTWT
WW
−ω
ω
=∂∂= ωβ++ h
h
&& ,
ja analogiaa käyttämällä saadaan
(4D.32.) [ ] )’(coscoth)’(),( 200 WW
P
WW
O
O O
OO
−ω
ω
=ϕϕ ωβ
+
hh&& .
Tästä sitten saadaan korrelaatiofunktioksi
(4D.33.) [ ] ∑Γ ωβ+ −ωω=ϕϕ
O
O
O WW
P
WW O )’(coscoth)’(),( 200 h
h
&& ,
missä Γ  on katkaisutaajuus. Summa voidaan muuttaa integraaliksi
(4D.34.) ∫∑ ΓΓ ω
pi
→
0
1
G
O
(Weiss, 1993, s.23 ja 62), joten tulokseksi saadaan
(4D.35.) [ ] ω−ω
pi
ω
=ϕϕ ∫Γ ωβ+ GWWPWW OO 0 200 )’(coscoth)’(),(
hh&& ,
mitä siis tarvitaan.
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Unruh ja Zurek saavat mestariyhtälöksi oleellisesti saman kuin mitä tässä on esitetty, mutta
heidän yhtälönsä on kertoimella 2 liian suuri. Tämä tekijä 2 ei seuraa yhdestä, vaan
useammasta poikkeamasta. Ensinnäkin heidän vaikutuksen yhtälöstään (yhtälö 2.1 heidän
artikkelissaan) puuttuu harmonisen oskillaattorin q-termien edestä puolikas, joka taas on
yhtälössäni 4.11. Tämä puolikas näkyy oleellisesti vain von Neumannin termissä.
Toinen kertoimen 2 ongelma tulee kvanttikohinan korrelaatiofunktion laskemisesta. Unruh ja
Zurek saavat kaksi kertaa liian ison tuloksen. Tämä johtuu γ :n määritelmästä: Unruh ja
Zurek ovat määritelleet alussa γ :n samoin kuin tässä työssä (kaava 4.23.), mutta
korrelaatiofunktion laskemisessa ovat ilmeisesti käyttäneet γ→γ2 , mikä on myös yleistä
kirjallisuudessa (vertaa Weiss, 1993) - mikä puolestaan aiheuttaa korrelaatiofunktion tuloksen
tuplaantumisen.
Kolmas kertoimen 2 ongelma tuli jälleen normaaliin paikkaesitykseen (q,q) siirtymisestä.
Unruh ja Zurek ovat tehneet muunnoksen laskuteknisesti helpompaan esitykseen ilmeisen
samalla tavalla kuin tässä työssä, mutta käänteismuunnokset (4.77x.) ovat heillä eri näköiset:
työni kaavat 4.77c. ja 4.77d. ovat heillä kertoimella 2 suuremmat, kun taas kaavat 4.77a. ja
4.77b. ovat samanlaiset.
Kaikkien näiden kakkosten yhteisvaikutus aiheuttaa sen, että heidän mestariyhtälönsä on
kertoimella 2 suurempi kuin esittämäni.
Liite 4E: Poikkeamat Unruhin ja Zurekin mestariyhtälössä
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Seuraavaksi vaivan palkaksi yritetään löytää fysiikkaa työllä ja vaivalla johdetun
mestariyhtälön takaa. Tämä tietystikin edellyttää approksimaatioiden tekemistä, joiden
jälkeen voidaan puhua mielekkäästi yhtälön kuvaamasta todellisuudesta.
 - Siis saimme tiheysoperaattorin liikeyhtälöksi
(5.1.) ρ




−γ−



∂
∂
−
∂
∂
−γ−



−Ω−
∂
∂
−
∂
∂
=ρ KTT
TT
TTTT
TT
L 2222
02
2
2
2
)’(2
’
)’()’(
’2
&
ρ



∂
∂
+
∂
∂
−γ+ I
TT
TTL
’
)’(2 ,
missä
(5.2a.) ∫ ∫Γ γτ− ωβωτωτΩωτ
piΩ
=βΓ
0 0 2
cothsincos1),,(
W
GGHWI ,
(5.2b.) ∫ ∫Γ γτ− ωβωτωτΩωτ
pi
=βΓ
0 0 2
cothcoscos1),,(
W
GGHWJ ,
(5.2c.) IJWK γ−=βΓ ),,( .
Heti huomataan, että tiheysoperaattorin liikeyhtälö ei ole stationaarinen, sillä funktiot f ja h
(kuten g:kin) riippuvat ajasta - eli tiheysmatriisin vaikuttavat tekijät muuttuvat ajan
mittaan. Mestariyhtälön ajallinen käytös voidaan jakaa karkeasti kahteen osaan: sellaiseen,
missä lyhyen aikaskaalan tapahtumat ovat merkityksettömiä (eli ∞→W ), ja sellaiseen, missä
pienet aikaskaalat on otettava huomioon. Huomautettakoon, että ääretön ajassa voi olla
vaikkapa Planckin ajan luokkaa - systeemin muut ominaisuudet vaikuttavat tähän.
5. Fysikaalinen todellisuus
mestariyhtälön takana
5.1. Approksimoituja mestariyhtälöitä
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Funktioissa f ja g esiintyvät aikaintegraalit
(5.3a.) ∫ ττΩωτ= γτ−W GH
0
1 sincosI
(5.3b.) ∫ ττΩωτ= γτ−W GH
0
2 coscosI
voidaan hyvin laskea molemmissa tapauksissa. Tapaus ∞→W  on huomattavasti helpompi:
(5.4a.)
2222224
222
1 )()(2
)()(I
Ω−ω+Ω+ωγ+γ
Ω+ω−γΩ
=∞→W
 ja
(5.4b.)
2222224
222
2 )()(2
)()(I
Ω−ω+Ω+ωγ+γ
Ω+ω+γγ
=∞→W .
Jos taas pienen aikaskaalan tapahtumat haluaa näkyviin, joutuu näkemään paljon enemmän
vaivaa (tai mahdollisesti syöttämään laskun tietokoneelle, ja toivoa, että numeromurskaimen
ohjelma osaa riittävän hyvin symbolista integrointia...):
(5.5a.) { )(
)()(2
1)(I 222
22222241
Ω+ω−γΩ
Ω−ω+Ω+ωγ+γ
=W
[ WH W )cos())()((
2
22 Ω+ωΩ+ωΩ−ω+γ⋅−
γ−
W)cos())(()(( 22 Ω−ωΩ−ωΩ+ω+γ−
]}WW )sin())(())sin( 22 Ω+ωΩ−ω+γγ+Ω−ωγ+
ja
(5.5b.) { )(
)()(2
1)(I 222
22222242
Ω+ω+γγ
Ω−ω+Ω+ωγ+γ
=W
[ WH W )sin())()((
2
22 Ω+ωΩ+ωΩ−ω+γ−⋅−
γ−
W)sin()()()(( 22 Ω−ωΩ−ω−Ω+ω+γ+
]}WW )cos())(())cos( 22 Ω+ωΩ−ω+γγ+Ω−ωγ+ .
Myös T-integraalin sisällä oleva
hyperbolinen kotangentti on
ikävänlainen otus integroitavana. Sitä
voidaan approksimoida kahdella
tavalla, jotka riippuvat oleellisesti
lämpötilasta (katso kuva 5a). Suurten
lämpötilojen ollessa kyseessä riittävä
kuva 5a
Kuva 5a
ωh
7
52
39 Mainittakoon, että on olemassa tarkempikin approksimaatio
221
2
coth
βω
−
βω+≈
βω
H ,
jota käyttämällä tulisivat myös keskisuuret lämpötilat oikein, mutta fysikaalisesti kiinnostavimpia tapauksia
ovat suuret lämpötilat ja nollalämpötilan raja.
approksimaatio on
(5.6a.) βω≈
βω 2
2
coth ,
mitä funktio (yhtenäinen viiva) asymptoottisesti lähestyy (katkoviiva) lämpötilan kasvaessa.
Matalassa lämpötilassa taas
(5.6b.) 1
2
coth ≈βω ,
mikä on ilmaistu pisteviivalla, eli tässä tapauksessa 01 →
Γβ , missä Γ  siis on T-integraalin
katkaisutaajuus, jonka voidaan olettaa olevan suuri (suurempi kuin muut systeemille
ominaiset taajuudet ( ja S).39
Tutkittavana on neljä erilaista fysikaalisesti mielenkiintoista tapausta, joiden tarkastelu
aloitetaan normaalista elämästä tutusta klassisesta tapauksesta eli korkeasta lämpötilasta
ilman lyhyen aikaskaalan tapahtumia. Tällöin funktiot f ja g ovat
(5.7a.) ∫Γ ωβωω∞→Ωpi=→βΓ∞→ 0 1
2)(I1)0,,( GWWI




Ω+γ
Γ
−
Ω−γ
Γ
βΩpi
−
=
LL
L
arctanarctan
ja
(5.7b.) ∫Γ ωβωω∞→pi=→βΓ∞→ 0 2
2)(I1)0,,( GWWJ




Ω+γ
Γ
+
Ω−γ
Γ
piβ= LL arctanarctan
1
.
Ja koska Γ :n voitiin olettaa olevan suuri, lasketaan, mitä tapahtuu rajalla ∞→Γ :
(5.8.)
2
arctanlim pi=
Ω±γ
Γ
∞→Γ L
.
Eli
(5.9a.) 0)0,,( =→β∞→Γ∞→WI
5.1.1. Pitkän aikaskaalan ja korkean lämpötilan rajalla
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(5.9b.) 7WJ =β=→β∞→Γ∞→
1)0,,(
(5.9c.) =→β∞→Γ∞→ )0,,(WK
7WIWJ =→β∞→Γ∞→γ−→β∞→Γ∞→ )0,,()0,,( .
Siispä olemme saaneet aikaiseksi korkean lämpötilan pitkän aikaskaalan mestariyhtälön
(5.10.) ρ




−γ−



∂
∂
−
∂
∂
−γ−



−Ω−
∂
∂
−
∂
∂
=ρ 222202
2
2
2
)’(2
’
)’()’(
’2
TT7
TT
TTTT
TT
L
& ,
jota tulemme käyttämään myöhemmin enemmän kuin muita arvioituja mestariyhtälöitä, sillä
ilmeisestikin kissat kuuluvat tämän yhtälön kuvaamien tapahtumien luokkaan.
Matalissa lämpötiloissa taas f ja g eivät näytä olevan lämpötilan funktioita (eivät tietenkään,
sillä hyperbolista kotangenttia arvioidaan vakiolla, joka on 1), eli
(5.11a.) ∫Γ ωω∞→Ωpi=∞→βΓ∞→ 0 1 )(I
1),,( GWWI
Ωγ
Ω−Γ+γγ
Ωpi
+Ω+γ
pi
+
Ωγ
Ω−γγ
Ωpi
−=
2
arctan
2
1)ln(
2
1
2
arctan
2
1 2222222
)](2)(ln[
4
1 2222224 Ω+Γγ+Ω−Γ+γ
pi
−
ja
(5.11b.) ∫Γ ωω∞→
pi
=∞→βΓ∞→
0
2 )(I
1),,( GWWJ
Ωγ
Ω−Γ+γΩ
pi
+Ω+γγ
pi
−
Ωγ
Ω−γΩ
pi
−=
2
arctan
2
1)ln(
2
1
2
arctan
2
1 2222222
)](2)(ln[
4
1 2222224 Ω+Γγ+Ω−Γ+γγ
pi
+ ,
joten
5.1.2. Pitkän aikaskaalan ja matalan lämpötilan rajalla
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(5.12.) ),,(),,(),,( ∞→βΓ∞→γ−∞→βΓ∞→=∞→βΓ∞→ WIWJWK




Ωγ
Ω−Γ+γ
−
Ωγ
Ω−γ
Ωpi
Ω−γ
=
2
arctan
2
arctan
2
2222222
[ ]

 Ω+Γγ+Ω−Γ+γ−Ω+γ
pi
γ
− )(2)(ln
2
1)ln( 222222422 .
Huomataan, että matalissa lämpötiloissa korjaustermi jääkin jäljelle vaikuttamaan - nyt
voidaan kirjoittaa pitkän aikaskaalan matalan lämpötilan mestariyhtälö
(5.13.) ρ








∂
∂
−
∂
∂
−γ−



−Ω−
∂
∂
−
∂
∂
=ρ
’
)’()’(
’2
222
02
2
2
2
TT
TTTT
TT
L
&






Ωγ
Ω−Γ+γ
−
Ωγ
Ω−γ
Ωpi
Ω−γ
−γ−
2
arctan
2
arctan
2
)’(2
2222222
2TT
ρ


 Ω+Γγ+Ω−Γ+γ−Ω+Γ
pi
γ
− ))(2)(ln(
2
1)ln( 222222422


Ωγ
Ω−Γ+γγ
Ωpi
+
Ωγ
Ω−γγ
Ωpi
−



∂
∂
+
∂
∂
−γ+
2
arctan
1
2
arctan
1
’
)’(
22222
TT
TTL
ρ
Ω+Γγ+Ω−Γ+γ
pi
−Ω+γ
pi
+ )](2)(ln[
2
1)ln(1 222222422 ,
joka näyttää kimurantimmalta kuin edellinen, vaikka ei riipukaan lämpötilasta.
Lyhyen aikaskaalan muutoksille korkeissa lämpötiloissa saadaan kerroinfunktioiksi
(5.14.) =ωβωωΩpi=→βΓ ∫
Γ
0
1
2)(I1)0,,( GWWI
[ )(
)()(2
12 222
0
2222224
Ω+ω−γΩ

Ω−ω+Ω+ωγ+γΩpiβ ∫
Γ
{ WH W )cos())()((
2
22 Ω+ωΩ+ωΩ−ω+γ⋅−
γ−
W)cos())(()(( 22 Ω−ωΩ−ωΩ+ω+γ−
]} ω

Ω+ωΩ−ω+γγ+Ω−ωγ+ GWW )sin())(())sin( 22
5.1.3. Lyhyen aikaskaalan ja korkean lämpötilan rajalla
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ja
(5.15.) =ωβωωpi=→βΓ ∫
Γ
0
2
2)(I1)0,,( GWWJ
{∫Γ Ω+ω+γγ

Ω−ω+Ω+ωγ+γpiβ 0
222
2222224
)(
)()(2
12
[ WH W )sin())()((
2
22 Ω+ωΩ+ωΩ−ω+γ−⋅−
γ−
W)sin()()()(( 22 Ω−ωΩ−ω−Ω+ω+γ+
]} ω

Ω+ωΩ−ω+γγ+Ω−ωγ+ GWW )cos())(())cos( 22 ,
joten
(5.16.) )0,,()0,,()0,,( →βΓγ−→βΓ=→βΓ WIWJWK .
Lyhyen aikaskaalan integraalit eivät suostu ratkeamaan, joten täytyisi tehdä lisää
approksimaatioita tai sitten harrastaa numeerista laskentaa.
Matalissa lämpötiloissa taas
(5.17.) =ωω
Ωpi
=∞→βΓ ∫Γ
0
1 )(I
1),,( GWWI
[ )(
)()(2
1 222
0
2222224
Ω+ω−γΩ

Ω−ω+Ω+ωγ+γ
ω
Ωpi ∫
Γ
{ WH W )cos())()((
2
22 Ω+ωΩ+ωΩ−ω+γ⋅−
γ−
W)cos())(()(( 22 Ω−ωΩ−ωΩ+ω+γ−
]} ω

Ω+ωΩ−ω+γγ+Ω−ωγ+ GWW )sin())(())sin( 22
ja
(5.18.) =ωω
pi
=∞→βΓ ∫Γ
0
2 )(I
1),,( GWWJ
{∫Γ Ω+ω+γγ

Ω−ω+Ω+ωγ+γ
ω
pi 0
222
2222224
)(
)()(2
1
[ WH W )sin())()((
2
22 Ω+ωΩ+ωΩ−ω+γ−⋅−
γ−
5.1.4. Lyhyen aikaskaalan ja matalan lämpötilan rajalla
56
W)sin()()()(( 22 Ω−ωΩ−ω−Ω+ω+γ+
]} ω

Ω+ωΩ−ω+γγ+Ω−ωγ+ GWW )cos())(())cos( 22 ,
ja siksi
(5.19.) ),,(),,(),,( ∞→βΓγ−∞→βΓ=∞→βΓ WIWJWK .
Näihin verrattuna pitkän aikaskaalan kerroinfunktioiden selvittäminen oli helppoa. Luvussa
5.2. esitellään, millaiset käytöstavat kerroinfunktioilla on. Käytöstapojen selvittämiseen käytin
tietokoneen ilmiömäistä kykyä ja nopeutta numeronmurskaamisen saralla, mutta
mainitsemisen arvoista on, että kaikki neljä tulosta tulivat melko kivuttoman eksaktisti -
eksaktit tulokset ovat tällä fysiikan työsaralla todella harvinaista herkkua. Jokainen asiasta
kiinnostunut voi hiljaa mielessään miettiä, millaisia muutoksia laskuihin tulee
realistisemmasta mallista kissalle - tai konsultoida lähimmän yliopiston
kvanttimekaanikkoja...
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Koska kissat kuuluvat korkean lämpötilan ja pitkän aikaskaalan tapahtumien luokkaan,
tarkastelemme seuraavaksi, mitä kissalle tapahtuu mestariyhtälön (kaava 5.10.) mukaan.
Laitetaan yhtälöön mukaan massat käänteismuunnoksella kaavoista (4.16a. ja b.) ja
asiaankuuluvat vakiot (h ), jolloin yhtälömme on
(5.20.) ρ







∂
∂
−
∂
∂
−γ−



−Ω−



∂
∂
−
∂
∂
=ρ
’
)’()’(
’2
222
02
2
2
22
TT
TTTTP
TTP
L h
h
&
ρ−γ− 2
2
)’(2 TTP7
h
.
Jotta dekoherenssin pääpiirteet tulevat selviksi, mallinnetaan aluksi kissaa perustelematta
gaussisella tilalla
(5.21.)
L3T
T
1H
+
σ
−
=ψ 2
2
2 ,
missä N  on normitusvakio
(5.22.)
σpi
=
1
1 ,
ja F on aaltopaketin leveys. Täten tiheysmatriisi on
(5.23.)
)’()’(
2
1
2
22
2)’()()’,( TTL3TTH1TTTT −++σ−=ψψ=ρ .
Valittu tiheysmatriisi )’,( TTρ  ei ole ajan funktio, ja koska mestariyhtälö on muotoa
(5.24.) ),’,(L),’,( WTTWTT ρ=ρ& ,
missä
(5.25.) 







∂
∂
−
∂
∂
−γ−



−Ω−



∂
∂
−
∂
∂
=
’
)’()’(
’2
L 22202
2
2
22
TT
TTTTP
TTP
L h
h
2
2
)’(2 TTP7 −γ−
h
,
mestariyhtälön muodollinen ratkaisu on
(5.26.) )’,(),’,( L TTHWTT Wρ=ρ .
Nyt tiheysmatriisista voidaan piirtää kauniita kuvia:
Alussa )10,10,05.0,310,0( 331 PNJP.7W
V
−−
=σ==γ==  tiheysmatriisi näyttää
kauniin gaussiselta, niin kuin pitääkin (kuva 5b).
5.2. Mitä dekoherenssi tarkoittaa?
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Kun aikaa kasvatetaan ( VW 39105.0 −⋅=  : kuva 5c,
VW 39105 −⋅=  : kuva 5d), huomataan, että
tiheysmatriisin diagonaalielementit pysyvät
muuttumattomina, mutta diagonaalin ulkopuolella
olevat elementit vähenevät eksponentiaalisesti. Jos
taas lämpötilaa kasvatetaan ( .7 1000= ;
VW 39105.0 −⋅= : kuva 5e, VW 39105 −⋅=  : kuva 5f),
diagonalisointi tapahtuu nopeammin. Redusoidun
tiheysoperaattorin spontaani (nopea) diagonalisointi -
juuri tämä ilmiö on dekoherenssi: se tuhoaa kvantti-
interferenssitermit makroskooppisesta kappaleesta40 .
Eli jos ympäristön kanssa vuorovaikuttava
kvanttimekaaninen hiukkanen sattuu jossain
vaiheessa olemaan koherentissa tilassa (kuten
harmoninen kissamme, kun t=0), diagonaalin
ulkopuolella sijaitsevat koherenssitermit katoavat
nopeasti jättäen jäljelle pelkät diagonaalitermit, jotka
siis sisältävät klassisen fysiikan.41
Mestariyhtälön ratkaisua tuijottamalla huomataan
myös (itsestään selvä) asia, että von Neumannin termi
(se, minkä kerroin on i - siis se termi, joka muodostaa
eristetyn systeemin tiheysoperaattorin liikeyhtälön)
vaikuttaa vain vaiheeseen, eli sen voi jättää
Kuva 5b
Kuva 5c
Kuva 5d
Kuva 5e
Kuva 5f
40 Makroskooppinen ymmärrettynä siten, että kappaleen
hiukkasilla on ympärillään toisia samaan kappaleeseen
kuuluvia hiukkasia, joiden kanssa ne vuorovaikuttavat - ja
joita karkeasti ottaen voidaan pitää hiukkasten
ympäristönä, kuten lämpökylpyä esimerkin harmoniselle
oskillaattorille.
41 Tietänemme, että klassinen tiheysmatriisi sisältää pelkästään kvanttimekaanisen tarkastelun tuottamat
diagonaalielementit.
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huomiotta, kun seuraavaksi tarkastellaan tiheysmatriisin koherenssitermeihin vaikuttavaa
dissipaatiota ja dekoherenssia. Ajatellaan aluksi seuraavanlaista idealisaatiota: oletetaan, että
systeemi joutuisi pelkästään dekoherenssin kouriin, eli
(5.27.) VLGHNRKHUHQV
W
W
TT7
HTTHWTT τ
−
−γ
−
=ρ≈ρ )’,(),’,( 2
2)’(2
h ,
missä
(5.28.)
2
2
2
2
)’()’(2 TTTTP7
G%
VLGHNRKHUHQV
−γ
λ
=
−γ
=τ
h
 on aika, jossa diagonaalin ulkopuoliset elementit vähenevät e:nteen osaan42.
Jos
(5.29a.) PTT 310’ −≈−
(5.29b.) NJP 310−≈
(5.29c.) .7 300≈
(5.29d.)
RUHODNVDDWL
τ
=γ 1
ja relaksaatioaika olisi maailmankaikkeuden iän luokkaa ( V1710~ ), niin
(5.30.) V
VLGHNRKHUHQV
-2210≈τ ,
joten on ymmärrettävää, miksi dekoherenssiin ei ole kvanttimekaniikan historian pituuteen
verrattuna kiinnitetty kuin vähän aikaa huomiota. Dekoherenssi iskee systeemiin niin
nopeasti, että on vaikea havaita sitä, kun se tapahtuu - ja yleensä havaitsija on tilanteessa,
jossa dekoherenssi on jo jyrännyt systeemin yli. Tämä selittää hyvin, minkä takia on keksitty
aaltofunktion romahteluja ja muita kvanttimekaniikan enemmän ja vähemmän
mielenkiintoisia tulkintoja, joita ruodittiin luvussa 3.43  Nyt tietystikin jotkut oivaltavat, että
dekoherenssin kautta voisi saada aikaan tulkinnan kvanttimekaniikalle - Tulkinnan, jota ei
tarvitsisi keksiä kvanttimekaniikan (formalismin) ulkopuolelta. Tähän palataan luvussa 6.3.
Tietysti myös dissipaatio vaikuttaa systeemiin - jos systeemi joutuisi pelkästään dissipaation
uhriksi, niin
(5.31.) RGLVVLSDDWL
WW
TT
TT
HTTHWTT τ
−



∂
∂
−
∂
∂
−γ−
=ρ≈ρ )’,(),’,( ’
)’(
.
42
P7
G%
2
h
=λ  on terminen de Broglie -aallonpituus.
43 Dekoherenssi on onnistuttu kokeellisesti havaitsemaan, vaikka se onkin nopea efekti. Teknisistä ja
tarkemmista yksityiskohdista kiinnostuneiden kannattaa tutustua artikkeliin (Brune et al., 1996).
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Lasketaan
(5.32.)
2
2
)’( TTRGLVVLSDDWL −γ
σ
−=τ
(5.33.)
2
2
σ
λ
−=
τ
τ
⇒ G%
RGLVVLSDDWL
VLGHNRKHUHQV ,
eli jos aaltopaketin leveys on termisen de Broglie-aallonpituuden luokkaa, dekoherenssi ja
dissipaatio kumoavat toisensa, joten tiheysmatriisi ei tällöin harrasta dynaamista
diagonalisoitumista. Tämä on helposti ymmärrettävissä Heisenbergin epätarkkuusperiaatteen
seuraukseksi: minimiaaltopakettia kapeammaksi on vaikea muuttua.
Matalan lämpötilan tapauksessa taas korjaustermi tulee mukaan mestariyhtälöön, mutta
koska kerroinfunktiot f ja h eivät edelleenkään ole ajan funktioita, ratkaisu voidaan kirjoittaa
kaavan (5.27.) antamassa muodossa, missä
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Koska f on reaalinen, korjaustermi vaikuttaa vain vaiheeseen (sen edessä on luku i).
Varsinainen dekoherenssitermi on K
TTP
h
2)’(2 −γ
− , joten dekoherenssiajaksi saadaan
(5.37.)
KTTP
VLGHNRKHUHQV 2)’(2 −γ
=τ
h
.
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Jos
(5.38a.) PTT 310’ −≈−
(5.38b.) NJP 310−≈
(5.38c.)
V
11710−=γ
(5.38d.) +]1=Ω
(5.38e.) +]1010=Γ ,
niin
(5.39.) V
VLGHNRKHUHQV
810−≈τ .
Kun tätä dekoherenssiaikaa vertaa
korkeassa lämpötilassa saatuun,
huomataan intuition mukainen tulos,
että dekoherenssi toimii tehokkaammin
korkeissa lämpötiloissa.
Lyhyen aikaskaalan tapahtumia voidaan
jäljittää parhaiten tutkimalla
kerroinfunktioiden f ja h käytöstä ajan funktiona (kuvat 5g ja 5h). Sinisellä viivalla on
kuvattu tapausta T=0, +]1=γ , +]910=Ω  ja +]1010=Γ ; mustalla myös tilannetta
T=0, mutta hieman erilaisilla parametreilla +]1710−=γ  ja +]1=Ω  - katkaisutaajuus
pysyy samana kaikissa kuvissa. Huomataan, että nollalämpötilan käyrien muoto ei riipu
mainittavasti parametreistä γ  ja Ω (musta ja sininen viiva ovat lähes yhtenevät). Tämä
pätee myös korkeammissa lämpötiloissa. Keltaisella viivalla on merkitty tapausta T=1 K ,
+]1710−=γ  ja +]1=Ω , ja punaisella T=100 K , +]1=γ +]1=Ω . Kuvassa 5h on
samanvärisillä katkoviivoilla merkitty, mitä kukin tapaus lähestyy ajan kasvaessa
infiniittiseksi. Nollalämpötilan tapauksessa parametreillä γ  ja Ω  alkaakin olla väliä
pidemmillä aikaskaaloilla.
Myös kerroinfunktioiden riippuessa ajasta D voidaan ainakin formaalisti ratkaista
(5.40.) )’,(),’,( 0
’)’L(
TTHWTT
W
GWW
ρ
∫
=ρ ,
Kuva 5g
Kuva 5h
Kuva 5g
t/[s]
t/[s]
Kuva 5h
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missä
(5.41.) 
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Nyt voidaan tarkastella pelkästään dekoherenssi- ja korjaustermin osuutta ilmiöön
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Nyt voidaan piirtää kuvia, joista näkyy dekoherenssiajan riippuvuus ajasta (kuva 5i). Eri
värisiä viivoja vastaavat parametrien arvot ovat samat kuin edellisissä kuvissa. Huomataan,
että matalissa lämpötiloissa korjaustermin f fluktuaatiot vaikuttavat dekoherenssiaikaan
voimakkaasti, joten lyhyellä aikaskaalalla poikkeama asymptoottisesta käyttäytymisestä voi
olla huomattava (vertaa vaikkapa mustan viivan tapaukseen).
Kuva 5i
Kuva 5i
t/[s]
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Kohta on odotettavissa kissanmetsästäjän tilien tarkastus ja tilinpäätös. Mutta sitä ennen
täytyy vielä tutustua ja määritellä muutamia tärkeitä käsitteitä, jotta lopputulos olisi
mahdollisimman eksakti.
Muistamme luvusta 3.1, että Bohr esitti perustelematta postulaatin, jonka mukaan mittalaite
kuuluu klassisen fysiikan ilmiöiden pariin. Dekoherenssin avulla voisi hyvin perustella, miksi
näin useimmissa tapauksissa on. Seuraavaksi käsittelen hieman mittaamista ja sen
ongelmallisuutta - myös siksi, että Schrödingerin kissa on usein yhdistetty pelkästään
mittaamiseen.
Yksinkertaisin mittaustyyppi - nimittäin ortogonaalinen mittaus - tuli tutuksi luvussa 3.1.
kööpenhaminalaisen tulkinnan yhteydessä, vaikkakaan ei nimeltä mainiten. Siis: mitattaessa
jonkinlaisella laitteella puhtaan tilan ominaisarvoa se saadaan varmasti, ja tilan, joka on
puhtaiden tilojen superpositio, tapauksessa saadaan tietty tulos tietyllä todennäköisyydellä,
joka määräytyy puhtaiden tilojen kertoimista.
Yleistetty mittaus taas on hieman monimutkaisempi: siinä mitattavan kohteen 
NLVVD
ρ  kanssa
asetetaan vuorovaikutukseen toinen kvanttisysteemi 
\VWlYl:LJQHULQ
ρ , joka on mittalaitteiston osa
6. Dekoherenssia
kissalle
6.1. Mittaamisesta44
44 Motivointina mittauksen käsittelyyn voisi sopia kaksi ajatusta: Fysiikan pitäisi toimia myös tilanteessa,
missä mittausta ei ole tehty (Dieks, 1992) ja Schrödingerin kommentti, ettei elektronia voi maalata
punaiseksi. Kvanttimekaaninen mittaushan ei ole aivan yhtä yksinkertainen asia kuin klassisen tavallinen.
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ja joka on vaikkapa jollain tavalla preparoitu tiettyyn alkutilaan45.  Systeemien välistä
vuorovaikutusta kuvataan unitaarisella muunnoksella U, joka vaikuttaa systeemien yhteiseen
tiheysmatriisiin
(6.1.)
\VWlYl:LJQHULQNLVVD
ρ⊗ρ=ρ
tavalla
(6.2.) +ρ=ρ→ρ UU’ .
Tämän tapahduttua systeemit erkanevat eivätkä enää vuorovaikuta.
Nyt mitattavan kohteen kanssa vuorovaikutuksissa olleeseen osasysteemiin tehdään
ortogonaalinen mittaus jossain valitussa kannassa { }
L
ψ , ja tulos 
L
ψ  saadaan
todennäköisyydellä
(6.3.) ( )
\VWlYl:LJQHULQ
LLNLVVD\VWlYl:LJQHULQNLVVDNLVVD
S ψψ⊗ρ⊗ρ= + 1UUTr ,
mihin siis vaikuttaa se, missä tilassa kissa oli vuorovaikutuksen tapahtuessa. Täten
mittauksen suorittanutta Wignerin ystävää kannassa { }
L
ψ  tarkkailemalla voidaan päätellä
jotain kissan tilasta.
Tietystikin Wignerin ystävään suoritettava mittaus vaikuttaa siihen, millaista informaatiota
mittauksen kohteesta 
NLVVD
ρ  voidaan saada, mutta mittaus ei enää vaikuta 
NLVVD
ρ :aan. Eli
oleellista on se, että mittauskohteen muuttuneelle tiheysmatriisille ei tapahdu mitään, vaikka
mittaaja mokaisikin mittauksen suorittamisen valitsemalla väärän kannan, eli vaikkapa
sulkisi silmänsä samalla hetkellä kun aukaisee laatikon kannen katsoakseen kissaa. Tai
paremminkin Wignerin ystävän tapauksessa: tutkimusryhmä utelee häneltä keinolla { }
L
ψ ,
mitä kissalle on tapahtunut. Tämä keino voi olla suora kysymys, lahjus tai vaikkapa
kuulustelu aseen piippu ohimolle suunnattuna - käytetty keino ei vaikuta kissan
tiheysmatriisiin millään tavalla, kuten ei myöskään se, mitä kolmannen asteen kuulusteluun
joutunut Wignerin ystävä kertoo, valehtelee tai on kertomatta. Eli tässä naivistisessa
mallissakin vahinko tapahtui vuorovaikutuksessa - eikä saatua informaatiota tulkittaessa.
45 Tietystikin siitä, onko kuinka korrektia pitää Wignerin ystävää mittalaitteen osana (ja vielä preparoida
häntä!!!), voidaan keskustella, mutta tarkoitus on esittää, että ihminen on myös kvanttifysiikan alainen
objekti, ja ilmeisestikin mittausta suorittaessaan osa mittalaitetta - mikä taas aiheutti tulkinnallisia ongelmia
juuri Wignerin ystävän tapauksessa luvussa 3.1.
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Kvanttimekaanisessa mittauksessa saatu mittaustulos on yhdentekevä mittausprobleeman
kannalta, joka astuu näyttämölle, kun mittauksen kohteen tila on superpositio eikä mittausta
vastaavan operaattorin ominaistila:46
Wignerin ystävä on preparoitu tilaan 
\VWlYl:LJQHULQ
)0(φ , ja laajennetaan systeemiä vielä huvin
sekä ilottelun jälkeen seuraavan konkreettisen oivalluksen vuoksi ympäristöllä, joka on alussa
tilassa 0< . Kun Wignerin ystävä molemmat silmät avoinna aukaisee laatikon mitatakseen
observaabelin 
NLVVD
$  arvon, kissa ja ympäristö - kuten myös Wignerin ystävä - joutuvat
unitaarisella muunnoksella U esitettävän vuorovaikutuksen kouriin, joka muuttaa systeemiä:
(6.4.) ’)0()0( 0 Ψ→⊗φ⊗ψ=Ψ <\VWlYl:LJQHULQNLVVD
L\VWlYl:LJQHULQNLVVD
<LL ⊗φ⊗ψ=Ψ= )()(U .
Siis jos kissa on alussa kuollut tai (poissulkeva tai) elävä, sen tiheysmatriisi voidaan ilmoittaa
muodossa
(6.5.) ( )∑ ψψ=ρ
Q
NLVVD
QQQNLVVD
D
2
,
missä kertoimet 
2
Q
D  ilmoittavat klassisen todennäköisyyden kissan olla tilassa n. Tällöin
koko systeemin tiheysoperaattori muuntuu vuorovaikutuksessa
(6.6.) +ρ=ρ→ρ⊗ρ⊗ρ=ρ UU’
\PSlULVW|\VWlYl:LJQHULQNLVVD
( ) ( )∑ ⊗φφ⊗ψψ=
Q
QQ
\VWlYl:LJQHULQ
QQ
NLVVD
QQQ
<<D
2
,
eli kissa, Wignerin ystävä ja ympäristö käyttäytyvät yksinkertaisen klassisesti ilman
koherenssitermejä.
Arvattavissa on, että maailmankaikkeus ei toimi näin, jos
(6.7.) ∑ ψ=ψ
Q
NLVVDQNLVVD
QD )( .
Nyt
(6.8.) ( ) ( )∑ ⊗φφ⊗ψψ=ρ→ρ
PQ
PQ
\VWlYl:LJQHULQ
PQ
NLVVD
PQPQ
<<DD
,
*
’ ,
eli kissa, mittalaite (Wignerin ystävä) ja ympäristökin olisivat suuressa superpositiossa liittyen
46 Jatkaaksemme Wignerin ystävän tapauksesta: olkoon kyseinen operaattori 
NLVVD
$  ja sen ominaistilat
NLVVDNXROOXW
ψ  ja 
NLVVDHOlYl
ψ , sekä vastaavat ominaisarvot 
NXROOXW
D  ja 
HOlYl
D .
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kissan tilaan! Ongelma on kouriintuntuva, sillä superposition mittaaminen ei tuota tuloksena
mittaustulosten superpositiota, vaan mittalaitteet yleensä näyttävät jotain tiettyä mittauksen
arvoa mahdollisten fluktuaatioiden rajoissa. Nyt lienee selvää, miksi Schrödingerin kissa usein
liitetään mittausprobleemaan.
 - Ongelman ratkaisu on peräti triviaali lukujen 4 ja 5 kaavanpyörityksen jälkeen:
redusoidaan tiheysmatriisia (kaava 6.8.):
(6.9.) ’Tr’ ρ=ρ
\PSlULVW|UHG
.
Ja koska
(6.10.)
PQPQ\PSlULVW|
<<
,
Tr δ= ,
niin tiheysmatriisista (kaava 6.8.) häviää toinen summaus ja käteen jää redusoiduksi
tiheysmatriisiksi
(6.11.) ( ) ( )∑ φφ⊗ψψ=ρ
Q
\VWlYl:LJQHULQ
QQ
NLVVD
QQQUHG
D
2
eli klassinen tulos - vertaa vaikka kaavaan 6.6.
Mutta millä oikeudella sinä jäljität ympäristön ylitse?
 - En kerro vielä seuraavassa kohdassa, vaan sitä seuraavassa, sillä ensin täytyy mainita eräs
tärkeä asia...
Tuskin maltan odottaa.
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Rajankäynti kvantti- ja klassisen maailman välillä on ollut olennainen osa erilaisia
kvanttimekaniikan tulkintoja. Kööpenhaminalaisen tulkinnan (luku 3.1.) mukaanhan raja on
joustava, mutta se on olemassa: mittalaite on aina klassisella puolella demarkaatiolinjaa.
Piilomuuttujateoriat (luku 3.2.) puolestaan yrittävät lähinnä osoittaa rajan olemattomuutta;
itse asiassa kvanttivaltion hallintoelimet toimivatkin klassisesti. Multiuniversumiteoriat taas
yrittävät työntää rajan maailmankaikkeuden ulkopuolelle - mikä ei välttämättä ole paras
mahdollinen paikka tehdä fysiikkaa.
Tietyllä tavalla kysymykseen rajan sijainnista otettiin jo implisiittisesti kantaa kohdassa 6.1.
(Mittaamisesta), mutta käsitellään ongelma nyt eksplisiittisesti. Oletetaan sivulla 3 esitetyt
premissit a) ja b); premissin b) mukaanhan
(6.12.) ψ=ψ∂ H
W
Lh ,
missä ψ  on makroskooppisen objektin tilavektori - sanottakoon, että se on kahden 10 cm:n
päässä toisistaan olevan harmonisen oskillaattorin (kulmataajuus +]50 10=Ω=ω , massa
m=0,001 kg, 
V
11710−=γ ) superposition ja 2,73 K :n47  taustasäteilyn muodostama tila, eli
(6.13.) ( )
−−++ ⊗ψ+⊗ψ=ψ << +2+22
1 .
Tämä tilahan siis aikakehittyy Schrödingerin yhtälön mukaisesti, mutta mitä tapahtuu
pelkälle oskillaattorille?
Katsotaan tiheysmatriisia
(6.14.) (
−−−−++++ ⊗ψψ+⊗ψψ=ψψ=ρ <<<< +2+2+2+221
)
−+−++−+− ⊗ψψ+⊗ψψ+ <<<< +2+2+2+2 ,
joka siis noudattaa liikeyhtälöä
(6.15.) [ ]ρ=ρ∂ H,
W
Lh .
Luvussa 4 taas laskettiin, että ympäristön kanssa vuorovaikuttava harmoninen oskillaattori
6.2. Missä onkaan kvantti- ja klassisen maailman
raja-asema?
47 Vaikka 2,73 K tuntuu matalalta lämpötilalta, niin se on mestariyhtälössä määritelmän mukaan korkea
lämpötila, sillä korkean lämpötilan ehto 0Ω>>Γ>> hh7  toteutuu.
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pelkästään käyttäytyy yhtälön
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mukaan. Ja yhden harmonisen oskillaattorin tiheysmatriisihan on (liite 6A):
(6.17.)
[ ]’2cosh)’(
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22
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TTTT
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.48
Mestariyhtälöllehän on, kuten luvussa 5.1 osoitettiin, formaali ratkaisu
(6.18.) )(L TH
+2
W
+2
ρ=ρ ,
mikä pätee myös, kun )(T
+2
ρ  on tulotila kahdesta riippumattomasta harmonisesta
oskillaattorista, eli
(6.19.) ( )
−++−−−++ ψψ+ψψ+ψψ+ψψ=ρ +2+2+2+2+2+2+2+2+2 T 2
1)( ,
missä termit
(6.20.) )’,( 001 [T[T+2+2+2 ±±ρ=ψψ ±± .
Superposition leveys on 02[ , eli
FP[ 50 = . Nyt voidaan piirtää
kuvia, joista nähdään systeemin
aikakehitys (kuvat
6a: t=0 s, 6b: VW 2410−= ,
6c: VW 24105 −⋅= ).
 - Kuvasarjasta näkyy, että
klassisuutta kuvaavat
diagonaalielementit pysyvät
muuttumattomina, kun taas
koherenssitermit katoavat nopeasti. Siis
klassisiin makroskooppisiin objekteihin -
48 Tässä ratkaisussa huomionarvoisaa on se, että yhden harmonisen oskillaattorin leveys on 
G%
λ=σ , joten
dekoherenssi ei iske siihen. Kahden tällaisen oskillaattorin yhdistelmän leveys on kuitenkin aivan muuta, joten
oletettavasti systeemille tapahtuu jotain.
Kuva 6b
Kuva 6a
Kuva 6c
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kuten aurinkokunta - voidaan soveltaa kvanttimekaniikkaa, eikä tämä menettely tuota
absurdeja tuloksia. Klassisen fysiikan yhtälöt ovat kylläkin helpommin ratkaistavissa
esimerkiksi aurinkokuntamme tapauksessa kuin liian monen kappaleen Schrödingerin yhtälö,
mutta helpomman ratkaistavuuden lasku maksetaan epätarkempina tuloksina. Esimerkiksi
klassisesti Maan on mahdotonta tunneloitua Siriuksen kiertoradalle, mutta oikeasti
(kvanttimekaanisesti) siihen on noin 
831010−  kokoinen todennäköisyys. Tämä esimerkki
helposti vaikuttaa hiusten halkomiselta, mutta tarkoitukseni oli osoittaa, että klassisen ja
kvanttivaltion välistä rajaa ei ole: klassisen puolen valtiona pidetty on vain kvanttivaltion
protektoraatti - tai paremminkin maakunta.
Jälleen kysymys: miksi jäljität ympäristön pois? Ja eikö koko systeemin yhtälö (6.14.)
edelleenkin ole oskillaattori, eli se voisi palata alkutilaan, jossa koherenssitermit olisivat
jälleen olemassa?
 - Hyvä kysymys. Ja seuraavaksi vastauksia.
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Dekoherenssi parantaa kvanttimekaniikan tulkitsemisesta painajaisia näkevien yöunia:
maailma toimii puhtaan kvanttimekaanisesti, ja klassinen kokemusmaailma on
kvanttimekaniikan suora seuraus eikä sen saavuttamiseen tarvita absurdeja fysiikan
ulkopuolelta otettuja tulkintoja, joilla on yritetty selittää klassisen ja kvanttimaailman
mahdollisia vastaavuuksia tai eroja. Schrödingerin yhtälö pätee (epärelativistisessa
tapauksessa), eikä kokemusmaailmassa ole tästä johtuvia paradokseja - korkeintaan vain
kummallisuuksia (kuten edellisen luvun lopussa mainittu Sirius-esimerkki). En tiedä,
pitäisikö tätä kvanttimekaniikan ominaisuutta kutsua tulkinnaksi, mutta ainakin se tekee
muut tulkintojen nimellä kulkevat tarpeettomiksi.
 - Nyt - ennen esiripun laskemista tälle näytökselle ja teräskammioon kurkistamista - olisi
ehkä aika käsitellä kysymykset, ihmetykset ja vastaväitteet, koska ymmärrän hyvin, kuinka
mahtipontiselta kuulostaa esittää toimiva tulkinta kvanttimekaniikalle.49
Hyvä. Ensinnäkin: eikö tiheysmatriisi D ole hermiittinen?
 - Kyllä.
Eikö täten löydykin unitaarinen muunnos U, joka diagonalisoi D:n, eli
(6.21.) )(UU
L
GLDJ λ=ρ + ?
 - Kyllä.
Eikö tämä ajakin saman asian kuin dekoherenssi, eli mikä tahansa D voidaan
diagonalisoida?
 - Ei ja kyllä. Mikä tahansa D voidaan aina diagonalisoida sopivalla unitaarisella
muunnoksella, mutta tällöin kyse on vain kannan vaihdosta, ja uudessa kannassa
dekoherenssi käyttäytyy eri tavalla. Dekoherenssi, eli avoimen kvanttisysteemin dynamiikka,
puolestaan valitsee itse kannan - mittalaitekannan50  - ja tuhoaa tässä kannassa esiintyvät
6.3. Kuinka kvanttimekaniikkaa voidaan myös tulkita.
49 OmnŁs puhuu dekoherenssin yhteydessä Tulkinnasta (OmnŁs, 1994).
50 Zurek kutsuu sitä englanniksi nimellä pointer basis ja esittelee tätä kannan valintaa parissa artikkelissaan
(Zurek 1981 ja 1982), joissa hän ei vielä ota kantaa siihen, kuinka systeemin dynamiikka tämän kannan
valinnan suorittaa. Dekoherenssi valitsijana nousee esille myöhemmin (Unruh ja Zurek 1989, Zurek 1991).
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koherenssitermit eksponentiaalisesti ajan kuluessa. Mittalaitekannassa diagonaalinen
tiheysmatriisi tarkoittaa, että mittalaiteobservaabeli 7 kommutoi systeemin ja ympäristön
välistä vuorovaikutusta kuvaavan Hamiltonin operaattorin kanssa, eli
(6.22.) [ ] 0H, =Λ
YY
.51
Tällöin siis observaabeli 7 on vuorovaikutushamiltonin liikevakio, eli systeemin ja ympäristön
välinen vuorovaikutus ei näy 7:ssa - siis idealisoidussa tapauksessa. Realisti taas voisi sanoa,
ettei se näy käytännössä ollenkaan, sillä - kuten näimme edellisestä esimerkistä - dekoherenssi
pienentää koherenssitermit eksponentiaalisen pieniksi, joskaan ne eivät päädy nollaan ennen
kuin vasta epäfysikaalisen idealisoidun infiniittisen ajan kuluttua. Mutta joka tapauksessa:
dekoherenssi valitsee systeemille etuoikeutetun kannan52 .
Hyvä on, mutta tämä ei ollutkaan pääpointtini, vaan se, että miksi ympäristön voi jäljittää
pois? Itsekin mainitsit, että redusoimaton tiheysoperaattori toteuttaa von Neumannin -
Schrödingerin yhtälön, eli
(6.23.) [ ]ρ=ρ∂ H,
W
Lh .
Tällöinhän redusoimaton tiheysoperaattori palaa jossain vaiheessa takaisin alkutilaan,
missä koherenssitermit ovat mukana.
 - Ööö... Käytännössä ei.
Miksi?
 - Kyse on lähes samasta asiasta kuin termodynamiikassa väliseinällisestä kaasusäiliöstä, jonka
toisella puolella on kaasumolekyylejä ja toisella ei. Kun väliseinä poistetaan, on
termodynaamisesti mahdotonta (eli erittäin epätodennäköistä), että kaasu laajettuaan koko
säiliöön palaisi jälleen samaan tilaan.
Mutta se on periaatteessa mahdollista, ja toisaalta en näe analogiaa kaasusäiliön ja
redusoidun tiheysmatriisin välillä.
 - Analogian vuoksi lasketaan redusoitujen tiheysoperaattoreiden
(6.24a.) ρ=ρ
\PSlULVW|NLVVD
Tr
51 Tarkempaa käsittelyä kaipaavan kannattaa tutustua artikkeleihin Zurek 1981 ja 1982.
52 Zurek: preferred basis.
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(6.24b.) ρ=ρ
NLVVD\PSlULVW|
Tr
(missä D on kissan ja ympäristön yhteinen tiheysmatriisi, joka siis toteuttaa von Neumannin -
Schrödingerin yhtälön) entropiat. Nyt siis
(6.25a.)  ( )
NLVVDNLVVDNLVVD
6 ρρ−= lnTr
ja
(6.25b.) ( )
\PSlULVW|\PSlULVW|\PSlULVW|
6 ρρ−= lnTr ,
joten heti näemme, että kokonaisentropia
(6.26.)
\PSlULVW|NLVVD
666 +=
kasvaa, kun 
NLVVD
ρ  diagonalisoituu, sillä molemmat entropiat ovat alussa vähintään 0.53  Eli
päinvastaisen tapahtuminen (siis entropian väheneminen) on harvinaista - voi olla, että kaasu
säiliössä päätyy jälleen vain toiselle puolelle säiliötä, mutta tämän fluktuaation tapahtuminen
on niin harvinaista, että sitä saa odottaa pitkään maailmankaikkeuden ikään verrattuna, ja
sellaisen fluktuaation elinikä on todella lyhyt; jos kaasu päätyykin toiselle puolelle säiliötä,
pian systeemi alkaa relaksoitua kohti tasapainotilaa, eli kaasu valtaa jälleen koko säiliön.
Analogia dekoherenssiin lienee tullut selväksi.54 ja 55
 - Mainitsen kuitenkin - ennen kuin ennätät puuttua siihen - että
(6.27.) ( )ρρ−=ρ lnTr6
pysyy vakiona ajan suhteen, koska
(6.28.) )(U)U()( WWW +ρ=ρ ,
missä U on aikakehitysoperaattori. Tämähän näyttää hieman arveluttavalta, koska
osasysteemien yhteenlaskettu entropia kasvaa. Mutta tällöin kissan ja ympäristön välisen
53 0=
[
6 , jos 
[
ρ  on puhtaan tilan tiheysmatriisi.
54 Mekaanisten systeemien kohdalla puhutaan PoincarØn paluusta: Hamiltonin liikeyhtälöitä noudattava
dynaaminen systeemi, joka ei päädy äärettömyyksiin, palaa aina riittävän lähelle alkutilaansa, jos odotetaan
riittävän kauan. (OmnŁs, 1994, s. 282) Tämä paluuaika riippuu ympäristön vapausasteiden määrästä, joten
maailmankaikkeudessa sitä ei käytännössä tapahdu. Borel on ehdottanut empiirisiin tieteisiin ajatusta, että
tapahtumia, joilla on liian pieni todennäköisyys, ei tapahdu (OmnŁs, 1999, s. 236), joten sellaiset asiat kuin
kaasun päätyminen toiselle puolelle säiliötä tai Maan tunneloituminen Siriuksen kiertoradalle voidaan jättää
huomiotta.
55 Ajan suunta voidaan liittää tähän: dekoherenssin suunta on sama kuin termodynaamisen ajan suunta
(OmnŁs, 1994, s. 315->, Zurek, 1998).
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korrelaation voimakkuutta ilmaiseva informaatio56
(6.29.) ρ−+= 666, \PSlULVW|NLVVDNRUU
kasvaa, eli
(6.30.) YDNLR,666
NRUU\PSlULVW|NLVVD
=−+=ρ .
Tämän alisysteemeissä majailleen informaation siirtyminen alisysteemien väliseen
korrelaatioon (ja täten alisysteemien entropian kasvu) siis aiheuttaa koherenssin katoamista
(Unruh ja Zurek, 1989).
Hyvä on - siis ei ikuiselle paluulle ja PoincarØn syklille. Mutta entä seuraava: koska alkutila
on puhdas tila
(6.31.)
\PSlULVW|NLVVD
ψ⊗ψ=ψ ,
joka siis aikakehittyy Schrödingerin yhtälön mukaisesti, niin se säilyy puhtaana tilana,
vaikka redusoitu tiheysmatriisi kadottaisikin koherenssiterminsä - ja täten koko
tiheysmatriisi pysyisi edelleen puhtaana tilana ja voisi tuottaa interferenssiefektejä.
Periaatteessa kuitenkin olisi mahdollista suorittaa sellaisten observaabeleiden mittaus, joka
paljastaisi interferenssiefektit. Kissa olisi jälleen superpositiossa elämänsä asteen suhteen -
kun mitattaisiin siinä kannassa, missä efektit näkyisivät!
 - Pieni ongelma - tai itse asiassa hyvinkin suurikokoinen: sellaisen mittalaitteen pitäisi
sisältää 
181010~  jatkuvaa vapausastetta57 , mutta maailmankaikkeudessa
tapahtumahorisontin sisällä olevien protonien ja neutroneiden yhteenlaskettu määräkin on
vain luokkaa 8010 . Fysikaalinen maailmankaikkeus asettaa ilkeitä reunaehtoja: laite olisi joko
niin iso, että suhteellisuusteoria estäisi sitä toimimasta, koska signaalinopeus on ylhäältä
rajoitettu, tai sitten laite olisi niin tiheä, että se romahtaisi mustaksi aukoksi. Myös
maailmankaikkeuden äärellinen koko olisi esteenä. Siispä joitain observaabeleita ei voi mitata
- edes periaatteessa.58
56 Mutual information (Unruh ja Zurek, 1989) tarkoittaa suomeksi yhteinen informaatio.
57 Jatkuvasta vapausasteesta esimerkkinä käynee hiukkasen paikka 1-ulotteisessa avaruudessa.
58 Elegantti todistus löytyy OmnŁsilta (OmnŁs, 1994; s. 307-315).
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Yllä mainittu pätee lähinnä objekteihin, jotka sisältävät useita (jatkuvia) vapausasteita, kuten
esimerkiksi kissoihin. Jos vapausasteita on vähän, tällöin mittalaitteen ja mittauskohteen
aaltofunktiot voivat lomittua, ja jos vuorovaikutus ympäristön kanssa on pieni, interferenssi
näkyy heikon dekoherenssin takia59.  Lomittumista käytetään hyväksi esimerkiksi
kvanttilaskennassa ja -kryptografiassa. Mainittakoon tässä yhteydessä, että jos ympäristöllä
tai mittauskohteella on vähän vapausasteita, ajan suunta voidaan kääntää; lopputilan
preparoimalla pääsisi alkutilaan. Kissaan tämä ei oikein toimi, koska sillä on liikaa
vapausasteita: on helppo preparoida tilat elävä kissa ja kuollut kissa, mutta siihen se sitten
jääkin.
Ai jaa - vai niin. Mutta maailmankaikkeudesta puheenollen: kuinka tehdä
kvanttimekaniikkaa maailmankaikkeuden mittakaavassa, eli kvanttikosmologiaa?
Maailmankaikkeudellahan ei ole ympäristöä. Emmekö me ole samassa asemassa kuin
Schrödingerin kissa tuon pöydällä lojuvan teräskammion sisällä - ollako vai eikö olla -
tilanteen uhreina - maailmankaikkeuden alun kvanttifluktuaatioiden ja -interferenssien
armoilla?
 - Kyllä. Aivan. Olemme samassa asemassa kuin kissa pöydällä olevassa teräskammiossa...
Siispä työsi ja vaivannäkösi on ollut turhaa?
 - Ei aivan. ˜lä keskeytä. Sanoinhan, että olemme samanlaisessa tilanteessa kuin kissa.
Selitä.
 - Oletetaan, että maailmankaikkeudessa on vain teräskammio, kissa sen sisällä sekä muut
kissan tarvitsemat laitteet, mukaan lukien myrkkypullo vasarakoneistoineen. Kissalla on
paljon vapausasteita, kuten myös teräskammiolla ja siellä olevilla välineillä. Vaikka
59 Mainittakoon, että parin tutkimusryhmän hihkutaan valmistaneen Schrödingerin kissan (Blatter, 2000,
Friedman et al., 2000, Tesche, 2000 ja van der Wal et al., 2000), mutta kyse ei todellakaan ole kissasta.
Friedmanin ja van der Walin ryhmät saivat aikaan makroskooppisen superposition SQUID:issa
(Superconducting QUantum Interference Device) myötä- ja vastapäivään kulkevien virtojen välille, mutta
tämä edellytti systeemin ja ympäristön vapausasteiden välisten vuorovaikutusten mahdollisimman täydellistä
estämistä. Tämän lisäksi myös virtojen superposition muodostaneiden elektronien väliset vuorovaikutukset
olivat olemattomat, vaikka elektroneja olikin makroskooppinen määrä. Sanomattakin on selvää, että jos
kissan laittaisi tällaiset olosuhteet sisältävään laatikkoon, se ei olisi superpositiossa elämänsä asteen suhteen
vaan ehdottoman kuollut.
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maailmankaikkeudella ei olisikaan ympäristöä, jotkut sen vapausasteet toimisivat
ympäristönä toisille vapausasteille, ja tuloksena olisi dekoherenssi. Tämä kysymys on
mielenkiintoinen, mutta emme käsittele aihetta tämän enempää.
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Tunnetustihan tiheysmatriisi saadaan laskettua kaavasta
(6A.1.) )0,’|,(1)’,( TT
=
TT β=ρ h ,
missä Z on tilasumma, eli
(6A.2.) ∫∞
∞−
β= GTTT= )0,|,( h .
Ilmeisestikin laskemiseen on yksinkertaista käyttää polkuintegraalimenetelmää ja laskea
aluksi
(6A.3.) ’[HTT
G[[P∫ ∫=β
β
τω+−
h
&
h
h 0
222 )(
2
11
)0,’|,( .
Nyt laskua voi teknisesti helpottaa siten, että jaetaan x klassiseen osaan 
FO
[  ja
kvanttifluktuaatioon 
TP
[ , eli
(6A.4.)
TPFO
[[[ += .
Fluktuaatioiden häviäminen alku-ja loppupisteessä tuottaa reunaehdot
(6A.5a.) 0)0( =
TP
[
(6A.5b.) 0)( =βh
TP
[ .
Täten vaikutus separoituu:
(6A.6.)
TPFO
III += ,
missä
(6A.7.) ∫β τω+= h &
0
222 )(
2
1I G[[P
FOFOFO
ja
(6A.8.) ∫β τω+= h &
0
222 )(
2
1I G[[P
TPTPTP
.
Ristitermejä siis ei ole, koska klassinen vaikutus on ekstremaali. Nyt huomataan, että
)0,’|,( TT βh  separoituu klassiseen osaan ja kvanttifluktuaatio-osaan:
(6A.9.) )()0,’|,( I
1
βΦ=β − hh h FOHTT ,
missä
(6A.10.)
TP
G[[P
’[H
TPTP∫ ∫=βΦ
β
τω+−
h
&
h
h 0
222 )(
2
11
)( .
Klassiseksi liikeyhtälöksi saadaan kaavaa (4.12.) soveltamalla klassiseen vaikutukseen
(6A.11.)
FOFO
[[ 2ω=&&
Liite 6A: Harmonisen oskillaattorin tiheysmatriisi
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ja reunaehdoiksi
(6A.12a.) T[
FO
=β)(h
(6A.12b.) ’)0( T[
FO
= .
Yhtälön (6A.11.) yleinen ratkaisu tietenkin on
(6A.13.) ωτ+ωτ= coshsinh %$[
FO
ja reunaehdot
(6A.14a.) %[T
FO
== )0(’
(6A.14b.) βω+βω=β= hhh coshsinh)( %$[T
FO
.
Täten ratkaisuksi saadaan
(6A.15.) ωτ+ωτβω
βω−
= cosh’sinh
sinh
cosh’
T
TT
[
FO
h
h
,
joten
(6A.16.) 



ωτ+ωτβω
βω−
ω= sinh’cosh
sinh
cosh’
T
TT
[
FO
h
h
& ,
mistä seuraa, että
(6A.17.) [ ]’2cosh)’(
sinh2
I 22 TTTTP
FO
−βω+βω
ω
= h
h
.
Kvanttifluktuaatio-osa M taas voidaan kirjoittaa muotoon
(6A.18.)
( )∫∞
∞−
τω+− ∫
=βΦ
β
TP
G[[
P
’[H
TPTP
h
&
h
h 0
222
2)( .
Reunaehdoista (kaavat 6A.5a. ja b.) seuraa, että
(6A.19.) ∫∫∫ βββ β τ−=τ−=τ hhh h &&&&&&
000
0
2 G[[G[[[[G[
TPTPTPTPTPTPTP
.
Soveltamalla edellistä tulosta ja käyttämällä diskretisoidun ajan approksimaatiota
(6A.20.)
1+
β
=ε
1
h
saadaan kvanttifluktuaatiolle kaava
(6A.21.) ∫ ∏∞
∞−
+
=



ω
ε
+∂ε−−
εpi
∑
=βΦ = τ
1
1
2
1
/2
)( 1 ’,
22
’
1
Q
TP
[
PP
[
P
G[
H Q
1
Q
Q
TP
QQ
Q
TP
h
h hh ,
jolle saadaan muodollinen ratkaisu
(6A.22.)
detK
)2(
2
2/2
1
1
1
P pi


εpi
+
h
,
missä
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(6A.23.) ( ) ÜK 22
hh
PP ε
=ω+∂−ε= τ .
Nyt pitäisi ratkaista ominaisarvoyhtälö
(6A.24.)
QQQ
II =Ü .
Reunaehdosta
(6A.25.) 0)()0( =β= h
QQ
II
seuraa, että
(6A.26.)
τβ
pi
−τβ
pi
−=τ hh
Q
L
Q
L
Q
&H&HI )( ,
minkä takia taas
(6A.27.)
2
2 



β
pi
+ω=
h
Q

Q
.
Ja nyt
(6A.28.) 2/1
1
2
2/1 1
2
)(



ε



εpi
=βΦ
∏
=
1
Q
Q
1 
P
h
h ,
missä
(6A.29.) ∏ ∏∏∏
= ===



 


pi
ωβ
+



β
εpi
=







β
εpi
+ωε=ε
1
Q
1
Q
1
Q
1
Q
Q
1
Q
QQ

1 1
22
1
2
22
1
2 1 h
hh .
Kun ∞→1 ,
(6A.30.) ωβ
ωβ
→


 


pi
ωβ
+∏
= h
hh sinh1
1
2
1
Q Q .
Termi
(6A.31.)
2
1
∏
=




β
εpi1
Q
Q
h
on tunnistettavissa vapaan hiukkasen )0( =ω  termiksi, minkä takia (triviaalisti)
(6A.32.) ( ) 1det 22 +=∂ε− τ 1
(esimerkiksi Kleinert, 1995, s. 86).
Tulokset (6A.20.), (6A.28.), (6A.30.) ja (6A.32.) yhdistämällä päädytään kaavaan
(6A.33.) βω
ω
pi
=βΦ
hh
h
sinh/2
1)(
P
,
joten
(6A.34.)
[ ]’2cosh)’(
sinh2
22
sinh2
)0,’|,( TTTT
P
H
P
TT
−βω+βω
ω
−
βωpi
ω
=β hhh
hh
h
ja tilasumma
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(6A.35.)
[ ]∫∫ ∞
∞−
−βωβω
ω
−
∞
∞−
βωpi
ω
=β= GTHPGTTT= T
P 21cosh
sinh
sinh2
)0,|,( hhh
hh
h
2sinh2
1
)1(cosh2
1
βω=
−βω= hh .
Täten tiheysmatriisiksi saadaan
(6A.36.)
[ ]’2cosh)’(
sinh2
22
2
sinh
sinh
2)’,(
TTTT
P
H
P
TT
−βω+βω
ω
−βω
βωpi
ω
=ρ
h
hhh
hh
.
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 - Seuraavaksi avaamme 65 vuotta suljettuna olleen teräskammion. Arvoisa lukija voi joko
sulkea silmänsä tai katsoa molemmat tai toinen silmä avoinna sitä, mitä vastaan tulee.
Tietystikin epäilyksiä tuloksesta saattaa herättää se, kuinka kauan kissat ylipäänsä elävät, tai
niiden ravinnon ja hengitysilman tarve ja niin edelleen. Jotta en järkyttäisi liikaa niitä, jotka
a) pitävät
b) eivät pidä
kissoista, jätän kammion avaamisen tuloksen lukijan harkintaan. Lukijalla on KAKSI
vaihtoehtoa, joista valita: kissa on
i) elossa
ii) kuollut,
MUTTA EI molempia samanaikaisesti tai ei kumpaakaan. Perustelut todistuksineen on
esitetty edeltävillä sivuilla hajanaisesti, mutta toivottavasti riittävän tarkasti.
Kertauksenomaisesti voisin vielä koota päättelyn argumentit:
i) Schrödingerin yhtälö kuvaa täysin systeemin aikakehityksen.
ii) Kvanttifysiikka on yleispätevä; sitä voidaan soveltaa myös makroskooppisiin
objekteihin.
Tästä kaikki alkoi: kvanttimekaanisesti toimivaan radioaktiiviseen ytimeen lomitettiin
klassisen maailman kissa, ja tuloksena näytti olevan jos ei makroskooppinen superpositio, niin
ainakin paradoksi.
iii) Kissa ei ole täysin eristetty ympäristöstään.
Schrödinger ei väittänyt teräskammion olevan riittävä eriste, vaan lähinnä kissan
yksityiselämän suoja. Ympäristön vaikutuksen huomioiminen tuottaa alisysteemiin
7. Johtopäätöksiä
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dekoherenssin, joka tuhoaa interferenssitermit nopeasti. Luvun 4 laskujen tuloksena käteen jäi
mestariyhtälöitä eri lähtöihin (eri aika- ja lämpötilaskaaloille), ja mainittakoon vielä, että
keskimääräiselle kissalle
(7.1a.) NJP ~
(7.1b.) PTT 2.0~’−
(7.1c.) .7 310~ .
Koska
(7.2.)
RUHODNVDDWLVLGHNRKHUHQV TTP7
τ
−
=τ 2
2
)’(2
h
,
ja jos V
RUHODNVDDWL
1710~τ , eli maailmankaikkeuden ikä, tällöin
(7.3.) V
VLGHNRKHUHQV
2910~ −τ .
Siispä kissa on käytännöllisesti katsoen koko ajan klassinen. Jos dekoherenssiaikaa haluaa
pidentää huomattavasti lämpötilaa laskemalla (T on ainoa helposti muutettava parametri),
vastaan tulee kissan kylmänsietokyky ja se, että käyttöön on otettava matalan lämpötilan
mestariyhtälö, missä dekoherenssiaika ei ole lämpötilan funktio. Eli tämä ei onnistu.
iv) Kissalla (ja ympäristöllä) on paljon vapausasteita.
Tämä estää käytännössä PoincarØn paluun, minkä saattaisi implikoida redusoimattoman
tiheysmatriisin aikakehitys: von Neumannin - Schrödingerin yhtälö
(7.4.) [ ]ρ=ρ∂ ,+L
W
h ,
jonka ratkaisu siis oskilloi. Eli on erittäin epätodennäköistä, että koherenssitermit tulisivat
joskus takaisin.
Vapausasteiden paljous tuottaa ajankäännön suhteen antisymmetrian samalla tavalla kuin
termodynamiikan toinen pääsääntö, ja estää myös joidenkin observaabeleiden mittaamisen -
ainakin tässä yhteydessä kiinnostuksen alaisina olleet sellaiset observaabelit, jotka osoittaisivat
interferenssiefektejä.
Dekoherenssi antaa hyvän vastauksen kvantti- ja klassisen maailman vastaavuuksille,
kvanttimekaanisen mittauksen ongelmille ja kysymykselle kvanttimekaniikan tulkinnasta.
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Klassinen todellisuus seuraa suoraan kvanttimekaniikasta eräänlaisena likiarvona -
integroidaan pois ne vapausasteet, jotka eivät ole oleellisia. Dekoherenssi on enemmän kuin
pelkkää ilmiöiden pelastamista - näyttää vahvasti siltä, että se on maailmankaikkeuden
ominaisuus. Paljon on vielä jäljellä tutkittavaa, kysymyksiä vailla vastauksia ja oikeiden
kysymysten etsimistä kaikkiin vastauksiin, mutta eiköhän joka tapauksessa tähän mennessä
esille tulleiden asioiden nojalla olisi aika päästää hyvin palvellut Schrödingerin kissa
eläkkeelle60  - mikäli se on vielä hengissä...
60 65 vuotta on hyvä eläkeikä.
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